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第 一 章 ”预备 知识 


平面 解析 几何 研究 的 对 象 是 平面 上 的 点 及 平面 上 的 点 的 轨 
迹 平面 时 线 。 研 究 的 方法 是 坐 奈 法 ， 即 通过 建立 坐标 系 ， 使 
平面 上 的 点 与 一 对 有 序 实数 《点 的 坐标 ) 建 章 一 一 对 应 的 关系 ， 
进而 建立 平面 曲线 (包括 直线 】 与 二 元 方程 间 的 对 应 关系 ， 通 过 
研究 方程 过 到 研究 平 而 曲线 的 目的 ， 

室 间 解析 几何 研究 的 对 象 是 空间 的 点 及 空间 点 的 于 迹 一 一 空 
间 曲 线 和 曲面 ， 研 究 的 方 半 除了 党 和 标 法 外 ， 还 有 间 量 灶 。 这 两 种 
方 站 的 应 用 和 相 瑟 转换 ， 为 我 们 通过 研究 方程 达到 研究 空间 的 巾 
线 和 上 曲面 榴 目 的 带 来 很 大 的 方 恒 。 

学 避 本 部 的 要 求 ， 

工 。 理 解 空间 直角 坐标 系 的 概念 ， 掌 担 两 点 问 的 距 匈 公式 。 

2 。 掌 握 向 量 、 向 量 的 模 、 向 量 的 授 影 式 、 革 位 向 量 等 概念 
和 有 疾 的 计算 会 式 。 

3 。 融 记 向 对 的 数量 积 与 向 章 积 、 两 向 量 和 平行、 得 直 间 充分 
必要 亲 件 。 

了 掌握 平面 的 点 法 式 与 直 研 的 标准 方程 ， 了 解 其 它 类 型 前 
方程 ， 会 作 向 革 的 学 面 图 形 。 

5 。 掌 握 几 种 特殊 二 次 曲面 ( 贺 球 面 、 椭 球面 、 柱 面 、 桶 国 
抱 物 面 、 圆 锥 面 ) 的 万 程 ， 并 会 画 它 们 的 图 形 。 


一 、 空 间 直 角 坐 标 系 


问 : 怎样 建立 空间 交角 坐标 系 ? 
答 ， 过 空间 一 个 定点 0， 作 三 条 互相 垂直 的 数 轴 0x、0y、0s， 
这 就 建 立 了 空间 直角 毕 标 系 。 凑 中 日 称 为 原点 ，0O%*、0y、 
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问 


答 : 


2 分 别称 为 4 町 、4 埋 、: 轴 《 如 图 1 一 1)， 

空间 直角 华 标 系 丸 可 分 为 在 手 系 和 左手 系 。 若 一 谷 标 系 ， 用 
石 平 四 指 由 x* 负 正 向 到 y 辖 正 向 的 方向 担 住 x 轴 ， 组 指 恰好 指 
癌 z 在 正 问 〔 如 图 1 一 2)， 则 称 为 右手 系 。 反 之 称 为 左手 系 。 我 
们 通常 采用 右手 系 。 


响 1 一 ! 加 1 一 2 


: 空间 直角 坐标 系 的 八 个 卦 限 是 怎样 规定 的 ? 

气 癌 直角 坐标 系 忠 的 5 和 和 ? 转 、y 轴 和 > 轩 、x 办 和 2 轴 所 决 
定 的 平面 分 别称 为 *y 平 面 、y3z 平 面 、xz 平 面 ， 这 三 个 平面 
统称 坐标 平面 ， 

三 个 坐标 平面 把 整个 空间 分 为 八 个 部 分 ， 每 一 部 分 称 为 一 个 
卦 限 。 

如 图 1 一 3 ， 以 正 的 x 、Yy 、5 畏 为 村 的 卦 限 为 第 工 秆 限 ， 它 
的 后 面 以 负 x 轴 、 正 7 办、 正 * 轴 为 楼 的 卦 限 为 第 工 震 限 ， 第 工 
卦 眼前 玄 边 以 负 *x 厚 、 货 y 坤 、 正 s 轴 为 棱 的 卦 限 是 第 焉 卦 限 ， 
第 瑟 填 限 的 前 面 以 正 * 轴 、 负 y 轴 、 正 x2 轴 为 校 的 卦 限 是 第 玉 卦 
限 ， 第 I 、 卫 、 丁 、 玉 十 限 的 下 别 依 深 为 第 WW、、 姬 、 错 圭 
限 、 
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图 1 一 3 峡 1 一 4 


问 : 在 每 一 封 限 中 ， 坐 标的 符号 是 管 样 的 ? 

答 ， 由 图 1 一 3 易 知 , 八 个 卦 限 中 坐标 的 符号 依次 为 : 
I TT, 十 ， 十 )、 了 1 (一 ， 十 ， 十 2》、 
于 4 一 一， 十 )、W (十 一， 十 )， 
二 二 ， 一 了 、 计 一， 十， 一)、 
三 一 一 ， 一 )、 才 (十 ， 一 ， 一 )。 

向， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 芷 章 一 点 与 它 的 坐标 之 间 的 关系 如 
何 ? 

答 ， 过 宝 间 任 一 点 半 作 %》 平 而 的 玲 线 ， 与 %) 平 面 区 于 以 (如 图 
1 一 4)， 即 MM 是 如 在 xy 平 面 上 的 投影 。 设 计 ! 点 在 xy 平 而 上 的 
坐标 为 〈xn %0o})， 再 过 点 作 与 OM 这 行 的 直线 ， 与 z 轴 交 
于 姆 点 ， 慨 点 在 3 轴 上 的 坐标 为 名， 则 家 间 任 一 点 六 的 位 兽 可 
用 三 个 有 序 实 数 〈xo yw zn》 来 表示 ，、 这 一 组 有 序 实 数 x， 
Yosz0) 就 称 为 点 以 在 空间 直角 卉 标 系 Oxyz 中 的 空间 直角 众 标 。 

有 反 过 玉 ， 任 给 一 组 有 序 实 数 《wo， Yo 如)， 在 空间 交 角 举 标 
系 中 都 可 以 确定 一 个 以 这 三 个 有 序 实数 为 坐标 的 点 邮 。 多 定好 
点 的 方 活 是 ， 先 以 《xo ya 为 平 别 直 第 党 标 在 xy 平面 上 确定 
一 点 型 5 再 以 加 为 数 轴 上 的 芋 标 确定 z 轴 上 的 -一 点 豆 : 过 好: 作 
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Xx》 尝 面 的 付 线 ， 过 环 作 与 04 平行 的 直线 ， 王 直线 的 交点 及 号 
契 以 《%o， yo 如》 为 罕 间 直角 华 标 的 点 ， 
上 总之， 建立 空间 直角 坐标 系 之 后 ， 空 间 中 在 一 点 慌 前 本 以 确 
冠 一 组 有 序 实 烽 《xo， yo 20》 为 它 的 空间 直角 准 标 ， 反 过 来 ， 
任 给 一 组 有 序 实数 (xo yo, 0)， 叉 可 了 以 确定 空间 中 一 点 训 以 
《Yo yo 各) 为 基 空 间 直 角 坐 标 。 这 样 ， 空 间 中 的 点 就 与 三 个 
实数 组 成 的 有 序数 组 建立 了 一 一 对 应 英 系 ， 
问 : 坐标 和 原 吉 以 及 zx 轴 、? 辕 、z 辕 上 企 一 点 的 坐标 各 是 什么 ? 
答 ， 坐标 原点 的 坐 奈 为 C0，0，0)，zx 绵 上任 一 点 的 坐标 为 《2%， 
0，0)，2 轴 .上 任 一 点 的 华 标 为 《0, y, 0}，z 轴 上 任 一 点 的 坐标 
汐 C0, 0, 和。 
问 ， 在 空间 直角 举 标 系 中 ， 如 傈 根据 下 列 各 点 的 坐 桔 画册 各 点 ? 
MCE2, 4, 3), NC1, 2, —3),; P(—1,—2, —3), 
0 0, Ll, 2}), Rt 
| 一 1， 一 1，0)。 
等 : 型 点 在 第 工 卦 限 ， 按 
照 图 1 一 5 所 未 的 画 法 ， 
了 可 确定 点 于 《( 先 在 xy 
平面 上 画 出 点 MUC2 ，4， 
注意 ， MO i wh, PM, 
J jy 轴 ，。 再 过 ad 作 : 
加 的 平行 线 ， 在 其 上 取 
赔 开 =3， 别 虹 点 即 为 
所 求 )。 
点 六 在 第 Y 封 限 ， 按 
昭 枚 1 一 6 所 示 的 画 法 ， 
妈 可 确定 点 不 。 点 了 在 第 亚 秆 限 ， 按 照 贸 1--7 所 示 的 前 法 即 可 
确定 点 古 。 
让 于 %* 二 0， 所 以 0 点 在 yz 平 而 上 《如 图 1 一 8)。 由 于 z==0， 所 
以 及 点 在 4 月 面 上 《如 图 1 一 9 
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疾 1 一 + 图 1 一 9 


问 ， 车 点 (x, y, 在 第 工 卦 限 ， 则 关于 三 个 坐标 面 与 点 对 称 
的 点 的 坐标 是 什么 ? 

答 ， 关 于 坐标 面 xyY 与 号 点 对 称 的 点 的 坐标 是 LX%, y, 一 2) ， 甘于 
坐标 面 9z 与 己 点 对 称 的 点 的 绎 标 是 【一 % y, 2); 关于 华 标 丰 
xz 与 P 点 对 称 的 点 的 坐标 是 {x%, 一 ,0 

问 : 在 空间 直角 坐标 系 的 第 工 苦 限 有 两 点 凡 ，(x:，?， xz) 和 
人 ya，yi 22)， 管 样 求 舱 , 和 及 ,之 间 的 距离 ? 

答 : 过 对 ,与 My; 各 作 分 别 平行 于 华 标 瑟 的 拉面、 这 六 个 平面 图 成 
如 图 1 一 410 所 示 的 长 方 体 ， 这 个 长 方 休 的 三 条 梭 长 ==%s 一 
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区 1， 用 本 一 Ya 一 YY 过 人 一品 一 3， 因 汶 BA 和 和 计 AM 下 
是 直 前 ， 自 勾 股 定理 ， 得 


[Ma = | MA + | AM,|? 
=|BM|:+1BAl:+ |AM.,|: 
=|AC|:+|BAI? + |AM,|: 
= (XR (yO) 
[MM = (ta— wt (yy) + (wa) 


这 就 是 半 和 并 ;之 回 的 距离 ， 
闫 便 指 出 ， 六 ,和 如; 无 论 在 峙 个 卦 限 ， 这 个 求 空间 两 点 间 的 
距离 公式 部 是 对 的 
| 二 、 向 量 


问 ， 什 么 是 向 量 ? 在 学 习 向 量 时 应 注意 什么 问题 ? 
答 ， 我 们 把 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 称 为 向 量 (或 多 量 )。 例 如 ， 
| 物理 中 的 速度 、 和 速度 、 力 、… 都 是 向 量 ， 儿 何 中 的 有 向 线段 
也 是 向 昌 。 
在 学 习 问 量 时 ， 庭 六 总 向量 县 有 了 两 种 属性 ， 即 ， 大 小 和 方 


同 。 二 如 ， 在 赋 究 速度 时 ， 不 仅 双 考 赎 速度 的 大小， 而 且 还 要 
注 痘 物体 以 这 个 速度 向 哪个 方 疝 运动 。 

问 ， 在 几何 上 如 何 表 示 向 量 ” 可 

答 ， 在 几何 上 向 晤 通常 用 空间 的 一 个 右 向 线段 AB 来 表示 {如 图 
1 一 11)。 在 取 定 单位 之 后 ， 有 向 线段 的 长 诬 |4B| 和 表示 疝 哩 的 
大 小 , 称 为 向 时 4 有 的 模 ， 往 关 指示 疝 且 的 方 下 向 。 在 图 1 一 11 
中 ， 革 点 称 为 向 量 AB 的 起 点 ，B 点 称 为 何 蔷 AB 的 终点 。 向 显 
除 用 起 点 半 到 维 点 B 的 宁 母 上 面 加 舌头 表示 以 外 ， 还 表示 为 
4 或 5 等 ， 在 印 删 体 中 还 常用 黑体 字母 a、6 等 来 表示 ， 


| 


[ss 


图 1—1l 
长 度 等 税 零 的 向 明 称 为 零 向 中， 用 记号 o。 米 表示， 零 向 量 的 
方向 可 以 看 作 是 任意 的 。 
向 县 的 核 用 绝对 什 表 示 ， 例 如 ,向 中 AB 的 模 家 示 为 |4B| ， 
阿 量 4 的 模 表示 为 1zj 

间 ，A 记 与 BA 是 同一 个 向 量 吗 ? 

答 ， 不 是 。 向量 4 有 的 起 点 为 4， 终 点 为 B, 其 方向 是 由 4 指向 B。 
而 向 量 B84 的 起 点 为 B. 终点 为 4， 其 坟 癌 是 由 吾 指向 4. 所以， 
4B 与 B 4 是 两 个 模 相 等 而 方向 相反 的 向 革 ， 

问 : 1AB! = |BA|®S? 

答 ， 相 等 、 这 是 因为 4B 与 34 的 方向 虽然 不 同 ， 但 它们 的 长 度 
14B1 与 184| 是 相等 的 ， 

问 ， 什 么 是 自由 向 量 ? 

答 ， 只 考虑 向 是 的 大 小 与 方向 ， 而 不 管 向 量 的 起 点 在 什么 地 方 。 
即 能 乎 移 到 任 塌 始点 的 向 量 称 为 自由 向 显 ， 

如 果 两 个 向 量 的 方向 相 顾 ， 模 也 相等 ， 则 称 这 两 个 向 址 是 相 
等 的 ， 赴 然 ， 一 个 向 晤 经 过 下行 移 动 后 仍 与 原 向 量 相等 。 如 图 
1 一 12 所 示 。 向 匡 CD 是 由 -平移 得 到 的 ， 王 是 48=CD， 


CC 
B 
CO 
A 
图 1 一 12 图 1 一 13 
问 : 若 14B1= ICD1, 则 AB= CDm? 
蔡 ; _ 不 一 定 ， |AB| = -1CD), 但 48 与 CD 的 方向 不 相 同 时 ， 


AB#CD. 只 有 妆 [4B|=1CD1， 且 AB 与 CD 的 方向 相同 叶 ， 
才 有 AB= cD. 

问 : 若 1ABI=|CDi， BAB 1 CD, 则 AB = cpPm* 

答 ， 不 一 定 .因为 |48|=|CDI 与 4B /CD 都 不 能 保证 48 与 CP 的 
方向 相同 ， 和 如 图 1 一 13 所 示 , 虽然 有 | AB|I=|CDI, 有 AB YCD, 
但 4BzCD， 加 

问 :将 4 局 以 起 点 及 为 中 心 ， 转 动 角度 9 后 得 4 及 ， 是 否 4 召 一 定 
不 等 于 AB’? > > 

答 ， 不 一 定 。 当 转动 的 角度 9 一 2x 《为 整数 ) 时 ，AB 与 4B 重 
合 ， 此 时 ,4B 一 4B'， 车 0 天 28x， 则 4B 拓 4 (图 1 一 14)， 


二 1 一 14 图 1 一 15 


间 ， 如 何在 空间 直角 举 标 系 中 表示 向 量 的 方向 ? 

管 :我们 知道 ， 丫 黄 经 过 乎 移 后 ， 共 天 小 与 方 疝 都 不 变 ， 为 了 在 
确定 的 突 间 直角 坐标 系 中 表示 任意 一 个 向 惑 4 的 方 阿 ， 可 将 地 
平移 ， 使 4 的 起 点 与 原点 0 重合 ,这 样 4 的 方向 就 可 以 用 了 的 正 
方向 与 x* 轴 ,y 辆 、z 轴 的 正方 向 徇 夹 般 x ,8B,7 表 示 {图 1 一 16)， 
并 称 xa、B8、7 为 4 的 方向 角 ， 

为 了 方向 角 的 瞧 一 人 性， 我 们 规定 : 
0 AT, O08 0 
显然 ， 车 4 确定 ， 则 4 的 三 个 方 癌 角 就 唯一 地 确定 了 , 反之 ， 
车 4 的 三 个 方向 角 确定 了 ， 则 4 的 方向 也 就 唯一 地 确定 了 ， 

问 ， 什么 是 向 量 在 坐标 轴 上 的 投影 ? 

答 : 如 果 问 量 CM 的 起 点 在 坐标 原点 ， 终 点 型 的 坐标 为 (%, y， 
z) ， 期 称 三 个 坐标 轴 上 的 有 向 线段 OUY、0J、0x 的 数量 *、 
》、2 为 问 最 0 分 别 在 7 笛 、 J 轴 、z 轴 上 的 投影 《图 1 一 16)、 

显然 ， 向 量 OM 在 兰 个 仆人 慰 钵 上 的 投 影 不 是 向 量 而 是 数量 ， 

且 分 别 等 于 点 并 的 坐标 xX, 》, 和 _ 

从 图 1 一 16 可 以 看 出 ， 如 果 OM 的 三 个 方 癌 角 为 a, BB, Y， 则 

有 

一 1Oazlcosa， 
》 一 10 取 [cos8， 

z 一 OM | "COSY, 
我 们 称 cosc， cos8， 
cosy 为 向 量 OM 的 方 
向 余 萄 。 癌 量 人 MH 在 三 
个 坐标 轴 上 的 投影 x*、 
》、z 的 正 负 由 方向 角 

(或 方向 傅 苇 ) 决定 ， 
——— 
如 里 向量 对 1:M; 的 起 
点 不 在 坐标 原点 ， 设 起 
点 轩 | 有 的 上 坐标 为 CEL V1 终点 村 ;的 坐标 为 CW a 2 no 
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图 1 一 16 


?8， Ms 在 三 个 坐标 轴 上 的 找 床 分 别 为 : 
fi 人 一 加 一 2 
如 果 于 ;和 ,的 方向 角 为 <、8、Y， 则 
4 一 130aM:1eosw， = | MN cosd, 
gs = | NM | cosy, 
问 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 向 量 如 何 放 它 在 坐标 轴 上 的 投影 来 琢 
JT? 
管 : 在 空间 直角 坐标 夭 中 ， 对 于 起 点 在 坐标 原点， 终点 坐标 为 
(x,，Y, 2) 的 向 最 介 开 (如 图 1 一 17)， 有 有 
oi 
而 ON = OP+PM’, PM'=00, MM- OR, 
OW = OP 十 o0 十 OR. 
着 在 5 和 y 稍 、z 朝 上 上 分别 锐 正方 向 取 兰 个 模 数 为 工 的 单位 
向 量 训 En 则 __ _ 
OP= 一 好 00= yy OR = 区。 
所 以 ， 起 点 在 坐标 原点 的 向 旺 DM 表 示 为 
OM 二 wi 7 十 乌 。 


这 就 是 向 量 0 站 的 投影 表达 式 ， 其 中 、》、z 为 OM 在 x 轴 、 
y 力 、z 轴 上 的 找 晴 ， 


图 1 一 17 


类 似 地 ， 起 点 不 在 维 标 原点 胸 癌 苞 MM Mi (zu 
10 


Yi 21) ，- fal, Ya, 22) ) 的 投影 表达 式 为 
了 一 (人 一 xD 二 《9 一 由 全 了 (一 和 大。 
和 拆 中 、%y 一 %1、 和 一 旋 加 一 分 别 为 向 车 3 在 < 轴 、 
+ 轴 、z 辖 上 的 投影 . 

间 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 了 向 吓 的 模 数 如 何 用 它 在 坐标 者 上 的 投 
影 来 表示 ? 

答 ， 在 空间 直角 华 标 系 中 ， 由 两 点 内 1 (%1， V1: 20 ,Ma (xa, Ya 2) 
所 确定 的 向 妈 为 下! 可 2。 向量 凡 ,MM: 的 炎 数 即 为 |1M1M:|， 由 
空间 两 点 间 的 距离 公 Ns 式 ， 有 

[MM | = Cm) ty yi, 
这 就 是 说 ， 向 芭 的 模 数 等 于 它 在 三 个 坐标 加 上 投影 的 平方 和 
的 算术 根 ， 

问 ， 在 空间 直角 上 坐标 系 中 ， 认 量 的 方向 余 获 如 何 用 它 在 坐标 轴 上 
的 投影 来 宸 示 ? , 

答 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 如 果 疝 量 如 :Mz 的 方 同 角 为 4、B、Y， 
则 M138: 在 x* 轴 、2 轴 、z 轴 上 的 投影 分 别 为 : 

= | MM | casa, ga =! MIT |eosB, 
qs= | MM | cosy, 


CD 二 ys 

[MR | V (Ya 一 十 (YY 一 人 十 【各 一 全 入 
Ez; 2— Yi1 

习 二 一 一 一 一 一 ， 

| Ta， | V (Ka— K+ Ya V1) + Co 2 
OY 一 ts Za 一 2 


a VO TT 
问 ， 在 空间 直角 举 标 系 中 ， ， 有 下 面 三 个 向 量 : 
= 一 2 一 2 了 3 了 十 1， 
2 
如 何 求 这 三 个 向 量 的 和 向 是 4 ? 又 < 的 方向 角 为 何 ? 
答 ， 我 们 知道 ,两 个 向 量 。 _。 _， 


b=#1g + F444 十 His 证 ， 


li 


-一 


一 一 一 和 一 着 
8 一 玉生 十 323 六 十 基态 
的 和 向 量 为 
Bb tb Cm tm) + oa + to) 4 Cost pe) 
所 以 ， ,二 个 向 时 4、 2、 珈 的 和 向 量 询 : 
人 + pe 
一 一 > 一 >» 
二 (十 2 十 们 语 十 (0 一 3 十 1) 7 了 十 (一 2 十 4 十 1} 因 
i 一 一 一 > 
二 27+3k。 
| al=v t+(—2)?+3. =vV22, 


4 一 了 3 
| 一 一 一 一 二 一 二 oe 
则 cos Np cnsgp ya ODS 人 达到 


a 3 -i v 下 
“arccos ya~50 147 ， 


_ 二 i ol A 
B=arccns 33 1i6 147 ， 


=a2rec0s 一 -一 50147 
V0 1 


三 、 喘 量 的 数量 积 与 向 量 积 


问 ， 什 么 是 向 量 的 数量 积 ? 学 习 数 量 积 时 ， 应 注意 什么 问题 ? 
答 : 下 个 癌 量 4% 和 5 的 重 数 | &|、| 五 [与 这 两 向 量 夹 角 6 的 余 芯 的 
滋 积 (10 和 9<r)》， 称 为 向 最 4# 与 天 的 数量 积 (或 称 点 积 )， 记 为 ; 
cose， 
学 习 向 量 的 数量 积 时 ， 应 注意 下 面 儿 点 ; 
《1) 向 县 的 数量 积 是 一 个 数量 ， 不 是 一 个 向 量 。 
(2 ) ,向 县 的 数量 各 满足 汪 法 交换 律 和 分 配 律 ， 即 
下 
《3 ) 向 车 的 数量 积 的 正 负 取决 于 这 两 个 向 量 的 夹 角 5 


当 0S9< 闻 时 ， ab 0 


了 2 


当 工 <o<r 时 ，4 8 <0。 
《4 ) 在 物理 学 中 ， 力 玉 说 AB 所 做 的 功 克 可 以 用 数量 积 表示 ， 
HI 
-EF. AB=|F;. | AB ' cong, 
其 中 8 为 力 五 E 位移 4B 的 洋 角 《如 图 1- 一 18)。 


如 
A 
轴 


已 
图 1 一 18 
问 ， 和 向 是 < 与 的 模 数 相等 但 方向 相反 ， 则 a "6 等 于 什么 ? 
答 : lal=18|, Ho=", 
， a.b=—!al. | 8 cosg 
一 | |:* co 
=—| gl 


问 ， 若 向 量 < 与 5 匡 直 , 则 a， 等 于 什么? 
答 ， 由 于 4 与 5 重 直 , 则 夹 角 ?二 下， 所 以 ,a 一 | 3 .| 了 | ， 


c 于 
Ds 5 0, 


问 ， 若 g 、 台 为 非 驾 向 是， 且 Q .6 一 0, 则 a 与 5 是 否 一 定 秋 直 ? 
答 ， 一 定 每 真 。 因 为 两 向 革 的 类 角 6E50, x], 且 6 与 5 为 非 零 向 
其 ， 妈 11 扣 0, 且 用 10 由 于 4 了 一 |&1.1 了 cosp 一 0， 
所 以 cosg 一 0， 改 9 一 祁 ， 这 表明 ， 与 5 是 入 直 的 ， 
又 由 上 一 问 ， 洲 2 与 5 重 示 ， 则 4 一 0， 因此 ， 

0 是 两 个 非 零 向 号 相互 王家 的 充分 必要 条 件 ， 
问 ， 空 间 直 角 坐 奈 系 中 ，? 、 广 、 友 分 别 为 x 轴 、 轴 、z 轴 上 的 
13 


单位 向 量 ， 如 何 求 : 本 一 > 一 全 一 ， 一 一 
(1) 733 (C2) 3 (C3) 《1 Rk, 


一 > 一 一 
答 ，(1) “$5 与 的 夹 角 9 二 二， 
| cos 一 一 0。 


-> 
oo 
一 


《3) ”1 与 的 夹 衣 8 二 0， 
, pad .上 | cos0 一 1 。 


《4) 同 理 ， Fe Bs 村。 


一 一 


一 > 一 全 本 
=| gl" 1 lcos 和 = 0。 


问 ， 有 三 个 非 堆 向量 a .6b 、c, 若 a. 台 = a ,ec, 则 必 有 8B 一 c 吗 ? 
答 : 不 一 定 , 我 们 知道 ， _, 
i i 
若 志 所 c , 即 5 一 c 革 0, 但 若 4 与 5 一 c 莉 直 , 则 有 4 (5 一 
一 
车 b =。， 5c=0, 也 有 
bo—¢)=0, 


间 ， 向 量 的 数量 积 如 何 用 它们 的 投影 来 表示 ? 
答 ， 设 两 个 癌 草 为 


-一 me 一 人 — 
全 ta 了 tas k， 
~ 一 证 


2 二 by) 主 十 了 a 了 十 bo 包 ， 
《三 十 Ge 十 Ba Fey “0 is + 站, 了 十 吕 3 大 
一 qb ts 全 于 tbs Ft Adst Fy 01 多 
pp a 一 一 > 
Fad Hab RADik 十 db sR 


则 "5 = 


+ td 让 " 记 
> 
四 
和“ 一 93 一 中 "让 一 二 
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一 > 一 
一 下 1 呈 + b+ ds 


这 是 一 个 非常 重要 的 计算 会 式 。 它 表明 ， 要 求 帅 个 向 量 的 数 
置 各 ， 闪 要 把 这 两 个 向 量 在 华 标 轴 上 对 应 的 投影 相 乘 ， 然 后 求 


和 即 可 ， 有 了 这 个 会 式 ， 就 可 以 将 两 小 向 量 垂直 的 充 要 条 件 开 


示 为 一 > .> 
tb =ab ab, tad = 
问 ， 如 何 求 向 量 4=2e +35 的 模 ? 其 中 | a '=2， 


a 与 5 的 夹 角 8 = 


一 1， 且 


一 一 a 
一 本人 2 a+9p: 
一 — > 到 一 
一 和 人 二 14 于 | cos 亚 +8| 全 
一 1 23 二 322X 1 x tx 
一 37。 
,一 wwA37。 


问 ， 如 何 求 向 量 上 4 一 2q 二 32 与 向 量 局- 35 一 的 夹 角 ? 其 中 Jal 一 
2, I6l=1., 且 4 与 5 的 实 角 局， 
答 : “4+:B=14|. | 情 lcos9， 则 


COS = 4 
14。| 百 
_ 一 一 一 一 -一 一 字 = 一 一 一 上 
而 Bl24a+3b)"(3¢4 .8b) 
-一 > 一 一 
一 站 人 一 4 全 .2 一 3( 了 。 .5 ) 
一 一 一 > 
一 6[ +T7(CG aol 
一 一 > 一 > 
一 62 人 二 7[ al:| 5 lcosp— slpl? 


一 6*2* 十 7.2] ， os 一 3 


一 2 二 7 一 3 


=28。 
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义 昌 上 一 问 | 用 | 二 wv 纹 ， 同 法 求 得 |B|=w 3， 


* C080 二 一 -2 .8 
"* WaT rv al 


让 过 8 0 。 
站 一 cos /37 » 31 VI aes 5 。 


问 : 若 有 向 量 地 at +t jtak, 
B=bi + bf+tbR ， ee 
如 何 求 < -Bp +e 的 长 度 和 方向 余 纺 ? 
答 : " - 十 $b 十 = (mi 了 +o fra) td + bj +bak) 
趟 《21 te 了 tes 天] 
= (ethte) 了 jt ce) 3 7 + Ct bt es) 大， 
at B+o =v Th op rl tb to ts tb + oy, 
日 cosa = A + Otel 
Vat bte) +t (Ga th te) + (ds thtcs) 


cosp = HT 二 bcs 
(nt bt en 十 Ct Bz 十 ez 十 (Cast bs 十 


fat dat Cs 
(athiteon) + (gat htc) :+ as thte) 
间 ， 什么 是 向 量 的 向 量 积 ? 学 习 向 量 的 向 量 积 时 应 注意 什 么 问 
题 ? 
答 : 向 晤 的 向 虽 积 的 定义 是 ; 
设 向 量 5 吉 是 由 两 个 向 其 4 与 避 按 下 列 方 式 定 出 ， 
c <。 的 模 | c ¢1=! a 人 ?上 5 了 1.sing ,其 中 900<O<m) 为 4、 五 间 的 
夹 角 ! 的 方向 垂直 于 Bb 台所 决定 的 平面 ( 即 c C 既 生 直 于 了 ;并 
落 直 于 六),- 的 指向 按 右手 规则 从 4 转向 来 确定 (如 图 1 一 19) 。 
那么 问 最 5 叫做 向 是 4 与 5 的 向 县 积 〈 或 称 又 积 ， 外 积 ) ， 
记 作 名 x 台 ， Be =a x Bb, 
学 习 向 明 积 时 应 注意 下 耐 几 个 问题 : 
(1 》 向 景 的 向 嫩 积 与 数量 积 不 同 ， 轩 得 积 是 一 个 同盟 ， 而 
不 是 一 个 数 十 。 


16 


CDOSY 一 


£ Ey ‘Tn 光 


图 1 一 19 图 1 一 20 
(2 ) 向 明 积 的 模 数 14 x 5 | 等 于 以 & 和 65 为 两 分 边 的 平行 
四边 形 的 面积 ， 时 
| x B |=|#|. Ey | * sing ‘如 图 1 一 20) 。 
463 ) 向 最 积 不 钼 足 乘法 交换 律 ， 即 4 x 避 夺 58 x 4 。 由 向 
曼 积 的 定义 可 知 ， 中 x 百 一 一 下 x 有 4， RN 


Bx a 的 模 数 与 8x 8 的 模 数 相等 ， 但 方向 相反 (如 国 1 一 21). 


= 


图 1--21 图 1 一 38 
了 7 


C4 向 量 积 满足 采 法 分 配 律 ， 即 


— -一 


ax(bt oax bt x oy, 


(B+o)x dD A) +(e x a), 


一 一 


(5) 在 物理 学 中 ， 力 瓦 关于 O 点 的 力矩 末 可 以 用 向 二 积 表 
示 ， 即 


M=a&a x FF, 
其 中 ，a 为 力 五 的 作用 点 肛 的 位 置 向 量 (如 图 1 一 22) 
间 ， 如 何 求 向 量 & 一 ?+ 与 向 量 了 一 2: 的 向 量 积 4 x B? 
答 ， 首先 在 空间 直角 坐标 系 中 ,确定 4 与 5 的 位 轿 ( 如 图 1 一 23)。 


因 21 的 方向 与 * 轴 一 至 ，? 了 + 了 的 方向 在 过 xoy 的 平分 线 上 ， 
所 以 ，2 21 了 与 证 + 了 的 光 角 9 一 了 (如 图 1 一 23) 。 


因此 , .4 x Ds 


4 
-= 


4 x 卫 的 方向 与 z 轴 的 方向 相反 。 
牙 4x b=(i+ I X27 2, 
问 ， 已 知 两 个 非 零 向 量 a 与 5， 当 a x bo 时 ，a 与 5 平行 吗 ? 
18 


答 : [x 5 |=)a| 。 | 8 Jsing =0 (OO), 
已 知 a4 与 $5 均 为 非 零 癌 某 ， 
因此 ， 必 有 sin6 一 0， 于 是 9 一 0 或 9 一 并。 
所 以 经 与 5 必 平 行 ( 《包括 重 侣 》， 四 
同 理 可 证 ， 车 4 与 jb 平行 “或 重合 ) ， 则 有 4 x 5 二 0。 
综 上 上 可知 ， 丽 个 非 零 向 景 平行 的 完 分 必要 条 件 是 了 xb=o0 
问 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 了 了 了、 下 分 别 为 x 轴 、 y 轴 、z 轴 上 
的 单位 向 量 ， 如 何 求 : 
(1) i x 了 3 《过 椰 x 1 《3) 了 4) Rx 了 了 
答 ， 可 根据 向 景 积 的 定义 求 ， 
C1 ) 先 求 ; x ?了 的 模 数 ， 
iix iI=1i|"|j|sing 
Tt 
| [=1,| i | 二 1; 二， 
1 
再 确定 4 X 了 的 方向 。 
依 右手 规则 知 ， i 关子 的 万 网 与 3 朝方 向 一 让 ， 
i X 了 一 下 《区 图 工 一 ?31 ， 


图 1 一 24 


(2) 了 x 吾 号 5 x 上 了 模 数 相等 ， 但 力 向 相反 ， 
了 XxX 二 一 尼 《 如 图 1 一 25) 。 
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问 ， 


: 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 有 章 世 
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— 一 一 -> 一 > 
is x |=| | | i !sing=0, 


议 
图 1 -一 26 


如 和 何 用 投影 式 表示 向 量 积 ? 


十 了 十 4 大 
b = i +b + 育 ， 


则 a xb (gt ia ja x Ch 了 2 
全 上 并 ods t 共 
0 了 x 了 十 itba 


人 
一 一 


十 
局 
bo 
> 
XX XX xX 


-一 > 一 一 了 Pe 
., a X Bb 一 【好 一 个 3: ) i + + Cad Bd) + Cab — 8) 


好 好 3 一 一 3 好 ] om 一 一 
-| ,| 
Bb 和 py bb Db! bs 
i 7 EE 
= | i Ha Hs 加 
b: bb: 2 


这 就 是 用 三 阶 行列 式 表示 的 两 个 向 量 的 向 晶 积 的 投影 式 。 在 
计算 时 ， 只 要 将 两 个 向 量 的 投影 分 别 代 人 行列 式 并 进行 计算 
册 可 。 


问 : 若 z 一 i 37+ 2， b=2i— 8 如 何 求 a x Bb? 


答 ，… 二 1 二 一 3 二 2 二 2 ba 二 0, = 一 8 
一 > > 一 
区 7 世 
—> 一 一 字 一 二 一 > 
?| 一 3 2 1 =241+127+6k。 
2 0 一 8 


在 计算 时 ， 特 别 注 意 不 区 把 行列 式 中 的 元 素 频 序 写 错 ， 例 
如 ， 把 4 x 8 写成 


一 > 一 一 
多 +7 


Rk 
总 0 —8 
1 —3 2 


就 错 了 。 另 外 ， 计 算 时 不 要 玉 控 各 投影 最 的 符号 ， 若 通 缺 项 
则 补 肥 。 
问 ， 如 何 用 向 量 的 投影 表示 两 个 非 霍 向量“ a att a + asks 
Bhi+tbi+ Bb 相互 平行 的 完 分 必要 条 件 ? 四 
葵 ; 我 们 知 志 , 非 零 疝 县 4 与 8 二 平行 的 充分 必要 条 件 是 4 X 二 一 已 
晶 
RxB=a 2 Pe 3 二 x CB 2 2 二 了 十 忆 s 大 
一 【fs 一 gD) 人 + (wi— tds} 了 十 ti 六 一 大 此 
一 各 
WM dasb = abd =0, Hd, db = 
HU] bs = th, tb = da 避让: = Aa:b], 
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EEC 
A 
已 ba 03 
一 > wb 
1 sz 与 35 平行 。 
如 1 tt2 ttn 站 
一 T -一 
反之 ， 若 5 be hh # 好 有 a 又 a 籽 


i 一 -一 


非 零 向 最 4 一 cr ta 了 + a RR 与 b= D+ Db 了 十 机 大 
相 瑟 平行 的 充分 必要 条 件 为 


即 两 个 非 零 向 星相 互 平 行 的 充分 必要 条 件 是 这 两 个 向 量 的 投 
影 对 应 成 比例 。 


例如 ， 向 量 4# 一 ?一 了 + 2 与 如 一 一 ?+ 了 -28 平行 这 是 因为 
2 
一 】 1 一 了 
间 。 下 面 的 写法 对 吗 ? 为 什么 
wx =|lal: | 下 | * sing., 


答 : 不 对 ， 因为 4 x 5 是 向 量 , 而 | 41，18|sin9 是 数量 ,是 
4 x 8 的 模 数 。 正 确 写法 为 ， 


[a x B=1all dlsinn 
问 : 若 ia|2c0,， 有 Bax =axce,， 则 必 有 5 二 < 吗 ? 
答 ， 不 一 定 ， 我 们 知道 ， 


HX DEAXCEPHKBO HX mo) 0. 


由 于 一 C 不 一 定 是 零 向 量 ， 所 以 不 一 定 有 5 = ， 


四 、 平 面 方程 
问 ， 如 何 理解 曲面 和 曲面 方程 ? 
答 : 在 空间 解析 几何 中 所 讨论 的 曲面 ， 都 看 做 是 具有 某 种 性 质 的 
帘 间 点 的 集合 ， 这 种 性 质 是 曲 而 上 ~- 切 点 所 共同 具有 的 。 我 
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们 用 *、?y、2 之 间 的 一 个 方程 来 者 达 曲 面 土 点 人 9 分 所 具有 
的 共同 性 质 (或 规律 》 ， 这 个 方程 就 称 为 这 个 申 面 的 方程 。 显 
然 ， 凡 是 曲面 上 的 点 的 坐标 x，、》，2 部 应 满足 这 个 方 程 ， 不 在 
曲面 上 的 点 的 坐标 必 不 满足 这 个 方程 。 
例如 ， 球 面 方程 宇 十 YY 十 避 二 1 天 未 了 球面 上 所 有 上 成 上 共有 的 共 
同性 质 ， 即 球 曾 上 的 点 与 坐标 愿 点 的 距离 为 2 。 因 此 ， 空 间 任 
音 一 点 到 ， 其 焉 标 (a, 5, c) 若 使 方程 成 妆 ， 即 
人 十 六 革 一 1， 
则 点 用 必 在 球面 上 ， 否则 ， 点 村 必 不 在 球面 上 ， 
间 ， 平 曾 方 程 的 特点 是 什么 ? 平面 方程 一 般 有 几 种 形式 ? 
答 : 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 任 何 关于 x, y, z 的 一 次 方程 
Axt By+Ca+i+ n=0 
(其 中 4, B,C 为 不 全 为 零 的 常数 ) ， 都 是 平面 方程 . 
反之 ， 任 何平 面 方程 都 是 关于 x, y, s 的 一 次 方法 ， 
例如 ， XYy+22—1=0, % 十 2 一 0 部 足 平 面 方程 ， 
平面 方程 一 般 有 四 种 形式 ， 即 点 法 式 ， 三 点 式 ， 堆 柜 式 与 一 
般 式 ， 其 中 ， 方 程 
4 十 五 4 十 (3 十 及 =0 (A4，B，C 不 爹 为 零 ) ， 
就 是 平面 方程 的 一 般 式 。 

问 : 什么 是 平面 的 法 向 量 ? 

答 . 如 果 非 零 向 景 4 垂直 于 平面 +z， 旭 称 向 最 为 平面 的 一 个 法 向 
景 (如 图 1 一 27) 。 显然 ， 一 个 平面 * 有 无 限 多 个 法 向 垦 ， 这 
些 法 向 量 相互 平行 ， 且 平面 r 上 任何 -条 直线 Mi 都 与 法 向 
基 吧 垂直 ， 

问 : 在 空间 直角 些 标 系 中 ， 如 果 仅 知道 平面 x 的 一 个 法 向 量 7 一 
有 + CR (或 用 坐标 表示 为 4 二 {4,, C}) ， 能 确定 平 
面 %* 的 位 置 吗 ? 

答 : 不能。 因为 凡 与 平面 < 平行 的 平面 都 可 以 # 为 法 向 且 , 所 以 ， 
私有 法 向 下 不 能 确定 平面 < 的 位 置 、 但 攻 在 知道 法 向 最 有 的 
辣 时， 还 知道 平面 z 上 前 一 点 Mo(xo， ys 8y)， 则 可 以 从 一 组 下 
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图 1 一 27 图 1 一 28 
互 平 行 的 平面 中 唯一 地 确定 平 而 (图 1 一 28) 。 加 
因此 ， 我 们 可 以 用 平面 % 的 法 向 量 # 一 A$ 十 吾 了 +TC 丰 与 平 

面 上 的 一 点 聘 o(x%os Yo oa) 所 建立 的 方程 ， 来 表示 平面 zx， 并 称 
这 样 的 平面 方程 为 点 小 式 方程 。 加 

问 : .车 已 知 平面 上 的 点 M。 (xiy yo: Zo) 和 法 向 量 n 二 A7+Bj+ 
CkR， 如 何 求 平面 zt 的 点 法 式 方程 ? 

答 : 《1) 设 点 型 (z，y， 23) 为 平面 7 上 的 任意 一 点 (如 图 1 一 29)， 


则 有 平面 < 上 的 向 虽 玉 二 (% 一 xo) 站 ty yo 了 7 + (z 一 十 让。 
Mo 在 平面 站 


一 > 一 -一 > 

4% MM 二 0， 即 
(Ait BI+CR) :CC 

wc Cy yo) f+ 

(2— an) RI=0 

= tx Xo +B 
(PV Vo) + iets 20} = 人 0, 
| 这 谣 古 平面 7* 的 点 法 趟 方程， 这 样 、， 如 果 知 道 平 画 的 挟 向 
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萝 1 一 29 


量 z== 4, 闻 C} 和 平 而 上 的 一 个 已 知 点 种 (xo， yo zo)， 就 可 以 
依 上 式 写 出 平面 的 点 法 式 方程 。 
显然 ， 平 面 * 上 的 任意 一 点 型 (zx,， yz) 必 满 足 这 个 方程 ， 不 
是 平面 zx 上 的 虚 必 不 满足 这 个 方程 ， 
例如 ， 过 点 Mutl, 1 2)， 且 以 n= 二 本 ,2,1} 为 法 向量 的 平面 . 
方程 为 
leitw— I F217)+1l* (2)=0, 
即 和 十 27y 十 3 一 5 一 0。 
(2 ) 平面 7 的 点 法 式 方 程 
Atx— Xo) + BY— Yo + Cts— 2) = 0 
< Axt BytCs— (Axot BYot CA) =D 


> AxX+By+C2+D=0 《其 中 DD= 一 (Axo+ Byn 
十 万 37 . 


从 这 里 我 们 在 到 ， 上 扩 面 + 的 法 向 量 % 的 折 影 ,恰好 是 平面 方 丢 
一 般 臣 中 x, 7 ,2z 的 系数 .所 以 , 吉 果 己基 平面 的 一 般 式 方程 ， 
我 们 立即 就 可 以 写 出 这 
小 平面 的 靶 向 到 。 

例如 ， 平 面 一 区 士 2y 
一 4 十 1 一 0 的 法 向 虽 为 ， 

妈 一 一 2 一 下 或 
用 坐标 表示 为 4 一 {一 1， 
2, —1}. 

问 ， 车 平面 4+ 通过 两 点 M， 
(8, —3,1) 和 M,(4,7, 
2) ， 且 垂直 于 平面 Z|. 
3#t 二 57 一 了 3 十 21 一 0( 琅 
1 一 30)， 如 何 求 平面 "的 方程 ? 

答 : 开 击 [的 方程 为 : 

35 十 5 一 73 二 21 一 0 
则 平面 > 的 疾 商 旺 % 一 3T 5 本 一 7 态 ， 


图 1- 一 30 
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Wy 平面 过 点 M1(8, 一 3， 1) M47, 2}, 

问 MN i +103 十 + 名 在 平面 ~ 上， 
设 平面 < 的 疲 向 县 为 ?， 则 冯 上 Ln Hi 
Hi 与 平面 jr 平 行 (由 于 nm 的 始点 为 任意 的 ， 故 也 可 以 认为 

# ,在 平面 i 上)， 

—— 一 

型 1 x 纪 是 平面 上 的 一 个 站 问 芋 ， 即 
一 一 > 一 一 一 一 一 


w= Mi x 
一 ”人 一 
多 2 忆 
一 一 全 > 
= |—4d 10 1|= 一 751 一 25 了 7 一 50 太 。 
| 3 5 一 了 


“平面 7 过 虚 人 1(8, 一 3,1)， 

… 传 平 面 方 程 的 点 喉 式 可 知 ， 平 面 z 的 方程 为 ; 
一 75 (xz 一 8) 一 25 (y+ 3)—50(2"1)= 0， 

苑 37 十 +23 一 23 一 0。 


号 
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和 问 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 若 已 知 平 画 x* 上 的 任意 三 点 M,, MM，， 
M.,, 则 能 唯一 确定 一 平面 x 的 位 置 吗 ? 

答 : 不 能 。 当 点 并 、 于 :、 遇 在 同一 条 直线 上 了 时 【图 1 一 314277， 
就 不 能 上 唯 一 确定 于 面 x 的 位 置 : 当 点 峙 !、 半 :、 肛 ;不 在 同一 条 
直线 上 时 (图 1 一 31(5)) ， 就 可 以 唯一 确定 平面 的 位 置 。 

间 : 车 MM (x)， ¥1, 21) 、 | 
NM, (x, yz2) Ms xs, 

<a] 为 平面 r 上 不 在 
向 一 条 直线 上 的 三 个 
点 ， 如 何 求 出 平面 4 的 
方程 ? 

葵 : 由 于 点 人 、M，、AMM， 
在 平面 + 上 ， 则 向 车 于 
"> 
Ms、M1Ms 必 在 详 面 = 图 工 一 3 

一 一 一 一 
上 ,; HNMnN x MU 区 
平面 * 的 一 个 法 向 量 《如 图 1 一 32) 
， # = NM x Md a 
RR MMs= {XO x YY i 
有 $a) 3 一 z1}, 
了 站 

和 一 党 一 有 一 

Xt Ys YL 如 一 四 


一 一 


R= 导 x NN 


Np 
山 MTF, x MM = 


一 一 


一 


和 一 
3 一 一 人 
和 

了 十 
| 室 4 一 名 | 


| Ee 
中 。 


证 
” 并 : 为 平面 r 上 的 一 点 ， 根 据 平面 方程 的 点 法 式 ， 有 
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2 一 和 F221 b 有 一 站 
(% 一 光一 《yy 一 了 十 
有 3 一 一 人 让 和 29 一 放 
Ni Ni WL 
《3 一 3 一 站 
Wa Ri a YL 


TR YH £7g 


BB] ai yay BA |=0, 


Ha Yi Yi | | 

这 就 是 平面 方程 的 三 点 式 。 今 后 若 知 道 平 面 上 的 不 在 同一 条 
直线 上 的 任意 三 点 ， 内 要 将 其 誉 标 分 别 代 入 上 式 ， 就 可 以 得 关 
平面 的 方程 

例如 ， 寺 点 人 100, 1, 一 1)、MM(1, 一 1, 0}),、 人,0, 一 1) 


的 平面 方程 为 
光一 月 J 一 2 二 1 
1—0 —1—1 和 一 《一 1 一 0 
1—0 0—1 一 1 一 人 《一切 
才 了 一 1 8 十 1 
即 11 一 1 I=0. 
一 工 0 


问 ， 车 平面 “过 点 M,Ca, 0, 0) .型 :00 80)、 太 (0, 0, c)， 其 中 
as 56 志 0, cs0， 则 由 这 三 点 能 唯一 确定 平面 r 的 位 置 吗 ? 车 
能 确定 ， 写 出 这 个 平面 的 方程 ? 这 个 方程 有 什么 特 点 ? 

答 ， 因为 4 让 0，5 站 0，e 二 0， 则 点 大 ,、 训 ;、 民 :不 在 同一 条 直线 
上 ， 所 以 ， 这 三 个 点 可 以 瞧 一 确定 平面 + 的 位 置 、 我 们 可 以 利 
用 三 点 式 写 出 平面 r 的 方程 ， 即 


EE 7 


一 必 bb 0| =0, 
一 半 [ [0 
副 理 ， 得 
~ 
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从 有 、 民 :、 邮 ;各 点 的 举 标 可 知 ， 这 三 个 点 分 别 在 zx 辅 、y 
轴 、z 轴 上 (5 几 1 一 33)， 
我 们 称 2.5.ec 这 三 个 数 
| 为 平面 在 x* 轴 ,》 轴 ,2 
轴 上 的 截 距 ， 并 把 这 平 
面 的 方程 称 为 平面 r 的 
| 截 距 式 方程 ， 
间 : 怎样 把 平面 3x 一 4y 
+ 3 一 5 一 四 写成 截 距 式 


方程 ? 
| 答 ， 在 方程 3x 一 49 二 3 一 5=0 中 ， 
令 4=0，: 二 0， 解 得 ; 
令 %= 二 0，J 了 一 0， 解 得 ，# 二 53 
令 * 一 0，% = 二 4， 解 得 ?一 一 二 


5 一 一 于， 2 二 8 
平面 的 截 距 式 方 程 为 
一 上 二 一 -一 十 三 一 1， 
5 -5 5 
3 本 


间 ， 如 何 确 定 平面 + 六 二 之 一 1 (ea>0 52>0，c>0) 在 第 一 


封 限 的 部 分 平面 在 xoy 平 而 上 的 投影 ? 
答 : 从 平面 的 截 趾 式 方 程 可 知 ， 平 而 与 *% 轴 、% 轴 和 z 办 的 冬 点 分 
别 为 
Mita, 0, 0 Mat0, 8, 0), Mat0, 0, ec), 
连结 村:、M2 于 和 2M ， 则 三 第 形 并 2: 邓 :就 是 平面 
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元 二 本 十 二 =] 在 第 一 直 限 的 部 分 平面 如 图 1 一 34》 。 币 昌 


线段 0M、 和 HIM; 、OQOM; 组 成 的 三 角形 岩 ,03M; 就 是 这 个 平 面 在 
X03 坐标 面 上 的 投影 《如 图 1 一 31 的 话 线 部 分 }， 


图 i 一 34 


问 : 如 和 何 将 平面 的 一 般 式 方程 3x +67 二 9z+I 一 0 转化 为 点 法 式 
方程 ? 
答 ; 从 方程 3x 十 6y 上 +9z+1=0 可 知 ， 平 面 的 疲 启 量 为 
2 {3,6,9}. 
在 平面 的 一 般 式 方程 中 ， 逢 令 x 一 0，y 一 人， 


可 解 得 ，z 一 一 二 


则 点 MnC0,0, 一 二) 在 平面 上 ， 
平面 的 点 法 式 方 程 为 
3(x—0) +6(y 0 +9 Ca (— =0. 
问 ， 如何 根据 平面 的 一 般 式 方程 Ax + By+Cz+ 了 D0 讨论 平面 
的 位 置 ? 
营 ; 我 们 可 分 别 令 A, B,C, 也 各 数 为 零 ， 然 后 研究 平面 的 务 种 特 


殊 位 置 ， 
《ji 信 忆 =0， 岂 平面 的 一 般 式 方程 恋 为 ; 
-十 六 yt+C2=n0 全 
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这 时 ， 由 于 原点 白 (565，0，0) 请 足 方 程 ， 所 以 ， 原 点 刀 
在 平面 上 ， 固 此， 方程 们 表示 的 平面 必 过 原 点 。 例 如 ， 方 程 x 
一 一 2 一 10 就 形 示 一 个 经 过 哲 点 的 尝 面 。 

《2 ) 令 C=0， 朵 平面 的 一 般 式 方程 变 为 : 

Ax++By+ VO=0 2 


eh 
这 时 ， 册 于 C=0， 所 以 , 平面 法 向 最 # 在 2z 轴 上 的 投影 为 零 ， 
这 个 向 旺 伙 垂直 于 z* 轴 。 
固 此， 方程 仿 表示 的 平面 必 于 行 于 z* 轴 {DD 夺 0) 《如 图 1-35 
《全 
当 Dp=0 时 ， 方 程 加 所 央 示 的 平面 通过 z 轴 (图 1 一 35(5))，。 


[fi dH 
让 
(a) 【py 
图 i 一 35 
《3) 令 B8 二 0， 则 平面 的 一 般 式 方程 变 为 : 
Ax+Cz+D=0 二 


当 DD 和 0 时 ,方程 晤 所 表示 的 平面 平行 于 yy 轴 ( 鸭 1 一 36(2)). 
当 如 二 0 | 时， 方程 加 所 表示 的 平面 经 过 y 轴 (如 图 1 一 3609))， 
(4) 令 4 二 0， 则 平面 的 一 般 式 方程 变 为 ; 

By+Cz+ OD=0 eh 
当 态 六 0 时 ,方程 由 所 表示 的 平面 平行 于 Y 轴 (如 图 1 一 37(04) ) 
当 力 三 09 时 ;方程 曲 所 表示 的 平 身 经 过 x 加 (如 图 1 一 37(8))， 
综 上 所 述 ， 在 平面 的 一 般 式 方程 

‘x+ By+Cat+ D=0 


31 


{ay Cb) 
图 工 一 37 


中 ， 若 缺 x 项 , 划 平 面 与 * 轴 平行 潜 馈 项 ， 则 和 平面 与 畏 平 

行 : 沙 缺 xz 项 ， 则 平 而 与 3 轴 平 行 。 

(5) 令 4=0，B==0， 则 平 曾 的 一 般 式 方程 变 为 

Czt+D=0 (CEO0) 局 

这 时 ， 方 程 仿 表示 一 个 平行 于 xoy 坐 标 面 的 平面 ， 

这 是 天 汐 4 二 0，B= 二 0， 则 平面 的 法 同 量 在 % 轴 、3y 轴 的 投影 
均 为 示 ， 这 财 ， 这 个 祷 向 明 必 同时 重 直 于 x 思 和 w 轴 。 因此， 
平面 必 平 行 于 x* 思 和 yy 轩 , 凤 平面 平 各 寺 xosy 华 标 面 (图 1 一 38}，。 

当 吃 = 0 由 ， 方 程 例 所 表示 的 平面 与 *0) 坐 标 而 重合 。 

( 6) 间 理 可 知 ， 当 B==0,，C=0 时 ， 平 面 方 程 

AxtD=0 【本人 
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TT 


图 1 一 38 图 1 一 39 


表示 平行 千 yoz 举 标 面 前 平面 〈 如 图 工 一 39) 。 
当 妃 二 0 时 ， 平 面 4x 二 0 与 702 上 坐标 面 重合 ， 
当 有 4 二 0，C=0 了 时， 方程 

By+D=0 (BRE0) 
表示 平行 于 Yo 坐标 面前 平面 《如 贸 1 一 40) 
当 吕 = 0 时 ， 平 面 By 二 0 与 *0z 比 标 闸 重合 ， 


Ty 


天 


图 1 一 40 
说， 如 何 求 通 过 xx 轴 和 点 出，(4， 一 3， 一 1)》 的 平面 的 方 
程 ? 
答 ; 我 们 可 以 用 两 种 方法 求 出 平面 7m 的 方程 。 
《+ ) 首先 求 平面 < 的 一 艇 式 方程 。 
玉 而 经 过 * 轴 ， 则 设 平 面 T 的 方程 为 
By+Cs=0 OD 
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已 知 点 ad， 一 3， 一 1) 在 平 而 x 上 ， 则 将 和 一 一 3， 


一 3B 一 CC 二 人 1， 即 
C=—3B. 
将 C= 一 3B 代 入 方程 DD， 得 
By— 3Ns=0, 
有 即 VY 一 32 二 人 0， 


这 就 是 平面 * 的 一 般 式 方程 。 
{2) 求 平面 < 的 点 法 式 方 程 。 
平面 经 过 xy 轴 ， 则 向 时 ?在 平面 r 上 。 
及 点 各， 54， 一 3， 一 1) 和 原点 OG (0，0，0) 在 平面 


x 上， 则 向 晤 OM 在 平面 < 上 ， 所 以 平面 的 一 个 法 向 量 为 ， 
A 二 xOM, 
一 | 0 0 
4 一 3 一 
= 了 一 3 大， 
下 平面 r 的 点 法 式 方程 为 ， 
0(XY 一 人 十 1。(Yy 十 人 一 3 十 1) 一 由 
则 4 一 433 一 0。 
问 ， 下 列 各 平面 的 位 置 如 何 ? 并 画图， 
C1) 24 一 3Y 十 二 一 个 (2) 3 一 2 一 人 03 


(C3) 4y—72=0, 
和 普 : (1) 在 方程 2x 一 34+1=0 中 ， 出 于 缺少 zs 项 ， 且 D= 4， 
歧 方 程 表示 的 平面 平行 于 zx 轴 (如 图 1 一 41) 
《2 》 在 方程 3 一 2 二 0 中 ， 几 于 缺少 9、# 项 ， 才 万 = 一 2， 
所 以 ， 方 程 玫 示 的 平面 平行 于 y0z 华 标 面 《如 图 1 一 42) 。 
C3) 在 方程 49 一 7z 一 0 中 ， 由 于 缺少 x 项 ， 且 一 0， 所 以 ， 
下 面 通过 坐标 原点 上 (0，0 ，0) 且 经 过 z 轴 (如 图 1 一 43)， 
问 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 三 个 坐标 平面 的 方程 者 是 什么 ? 


34 


图 1 一 41 国 1 一 42 


答 : 先 求 x*0y 平 面 的 方程 。 由 于 点 大 (%， 9 2) 在 x03 平面 上 的 充 
要 条 件 是 它 的 竖 坐 标 等 
于 地， 则 

zz 一 0 
所 以 这 就 是 X09 开标 

平面 的 方程 . 

同 理 可 得 ，%02 坐 标 
平面 的 方程 为 ，% 一 0; 


20% 坐 标 平 面 的 方 灿 
程 为 ，y 一 0， 图 1 一 43 
于、 直线 方程 


问 : 为 什么 说 空间 直线 可 以 用 两 个 一 次 方程 联 立 起 来 表示 ? 

答 : 空间 直线 可 以 看 成 是 两 个 平面 移交 线 《如 图 1 一 44) ， 直 线 
上 的 点 型 《2 .2 应 同时 符合 这 两 个 平面 方程 ， 所 以 ， 一 般 
将 表示 平面 的 两 个 一 次 方 称 联 立 来 表示 直线 。 

如 果 平 面 "; 的 方程 为 
At+ By+tC2+ =0, 
平面 7 的 方程 为 
A Byt Crt D:=0, 
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图 1 一 44 


别 这 两 个 平面 的 交 线 7 的 方程 为 
{ Art By Csi D=0, 


A + By + C+ D:—=0, 

其 中 ， 沁 、B1、C 不 金 为 零 ，4,:、B;、Ci 也 不 全 为 零 , 且 
作为 平面 与 7 的 奖 线 ，Al1、Bl、C1 与 4;:、B;、C2 应 不 成 比 
例 。 我 们 把 直线 的 这 种 方程 称 为 赫 线 的 一 般 方程 (或 呀 交 面 式 
方程 ) 。 

例如 ， 空 间 坦 角 坐 标 系 中 ，xoy 坐标 面 与 ?oz 坐标 面 的 交 线 

为 y 轴 ， 其 方程 为 
{ 


z= 人 0， 


又 如 ， 平 面世 + 于 二 之 一 1 (a>0, 6>0, c>0) 


与 Y0Y 坐 标 面 的 交 线 为 


如 图 1 一 45 中 的 a6。 
问 ， 若 已 知 一 非 零 向 量 = 一 { nme, 入 } 和 定点 出 ,(x0,， yo Zo)， 如 
何 求 经 过 点 开 , 且 与 a 平行 的 直线 方程 ? 
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图 1 一 45 图 1 一 46 
-一 > 
答 ， 设 点 MM(%， 39; 入 为 直线 上 的 一 个 动 点 ， 则 有 向 量 腻 s 玉 ， 蕊 
Mo 的 投影 2 式 为 


Nin = {i + (y— yj+ C2— gy 中， 
一 一 > 

有 fid = {x — wo, VY— Jo, 2— go}, 
i 一 一: 加 

忆 径 2 与 如 平行 (如 图 1 —146» 中 

所 以 wi Hn =— 训 一 记 | 


i 0 如 
我 们 称 这 种 形式 的 直线 方程 为 直线 的 标准 方程 小 交 直线 的 
点 庙 式 方程 )。 并 称 向 量 & 为 直线 工 的 方向 向 扯 ,e 的 二 个 分 显 
4 9 称 为 直线 工 的 方 调 数 ， 显 然 ， 本 的 任 写 向 老区 可 做 因 
直线 工 的 方向 向 量 。 内 此 ， 交 绕 区 的 证 向 数 有 无 窍 多 组 ， 民 它们 
之 间 应 对 应 成 比例 ， 四 
间 : 一 直线 并 过 点 4 (0, 0, 1) ， 且 平行 于 向 量 a = 一? +7， 如 何 求 
直线 上 的 标准 方程 ? ， 
答 ， 因 为 直线 工 与 调理 & = 二 j 十 了 平行 ， 
所 以 直线 蕊 的 方向 数 为 ;一 1 十 一 1 天 一 0。 
故 直 线 工 的 标准 方程 为 
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问 ， 在 分 式 中 ， 通 常规 定 分 式 的 分 母 不 能 为 零 , 否 则 分 式 无 意 
义 , 在 上 问 中 ,分 式 生 一 的 分 母 为 什么 出 现 界 是 否 可 以 认为 
上 问 求 得 的 直线 方程 无 意 头 ? 

答 : 在 直线 的 标准 方程 


和 一 党) J Wn 一 hh 
Tp 至 


中 ， 避 各 ,3 为 直线 的 二 个 方 疝 数 。 如 果 吕 4 4 中 出 现 零 〈 不 能 
同时 为 零 ) ， 例 如 ，! 一 0, #4 二 0, 则 直线 方程 为 


先 一 守 0 = 一 一 《和 闪 所 0) ， 


这 时 ， 二 一 与 一 并 不 是 通 第 意义 上 的 分 式 ， 而 应 理解 


为 一 种 比例 关系 。 我们 规定 ， 此 上 时 汪汪 与 二 分 别 表示 
一 No 一 站 与 4 一 40 一 人 


例如 ， 在 上 问 直线 方程 中 的 荆 了 一， 就 表示 
2 一 上 一 由。 
问 ， 平面 7 的 方程 为 Alx+ By+Cz+D,=0, 平面 rz: 的 方程 为 
AsxtBy+ 人 Cz+D:=0， 则 直线 上 的 一 般 方程 为 
人 


Ax t+ By+ Cz+ DD,= 0, 


此 时 ， 直 线 民 的 方向 向 量 < 与 平面 zx,、z: 的 两 个 法 向 量 m,、7m， 
有 什么 关系 ? 


图 1 一 47 
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答 :从 图 1 一 47 可 以 看 出 ,平面 :与 +: 的 相交 直线 [的 方向 向 量 « 
与 平面 "和 :的 两 个 法 向 量 4、* 的 向 若 积 ;xv 平行 。 
所 以 ， 在 求 两 个 平面 相交 直线 的 标准 方程 时 ， 就 可 以 选 这 两 
个 平面 法 向 晤 的 向 早 积 为 该 直线 的 方向 向 景 ， 
例如 ， 直 线 5 的 一 般 方程 为 
全 


5 一 人 By 二 2 二 + 36 二 人 0， 
若 求 直线 也 的 标准 方程 


则 先 需 求 出 直线 工 上 的 -个 定 成 亲 1(%6o， 426}, 然后 再 求 出 
直线 了 的 三 个 方 回 数 卢 f%，%， 
为 求 直 线 工 的 一 个 定点 慌 "， 令 Y=0， 则 由 
人 — 9 


5x 十 43 一 一 36。 
解 得 = 一 16，2 一 11。 
则 ago( 一 16, 0, 11) 为 直线 LK 上 的 一 个 定点 。 
取 直 线 上 的 方向 间 量 为 平面 ;| x 一 y+z 十 5=0 和 平面 5* 一 
8y 十 4 二 36 一 0 的 语 向 划 的 向 量 积 ， 即 
了 六 k | 
a=|1 -1 1 l=42+7 了 -3k, 
5 一 8 14 
所 以 ， 次 线 工 的 标 崔 方程 为 ; 


问 ,已 知 直线 上 的 标准 方程 为 ; 二 一 一 -一 一 一 ， 如 何 写 
出 直线 上 的 参数 方程 ? 
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答 : 因为 直线 过 的 标 肉 方程 为 
一 Yo 一 加 


好 n ee * 


则 可 令 其 比值 为 i， 即 


4 
第 一 第 
| “ - 
则 有 /一 -= 
b 
Rn =f. 
ce 
多 一 %n 十 呈 
好 J = Yt et, 
FZ 二 加 十 cf， 


这 就 是 直线 工 的 参数 方程 ， 其 中 1 为 参数 ， 
间 ， 一 直线 过 点 而 ，(1, 0， 一 2》 ， 且 垂直 于 平面 2x 一 ?二 
3z=0， 如 和 何 求 该 直线 的 标准 方程 、 参 数 方程 和 一 般 方 程 ? 
答 ， 因 为 直线 穗 直 于 平面 24 一 + 3 z= 二 0， 


所 以， 说 支 下 面 的 法 向 量 即 可 作为 直线 的 方向 向 量 a， 即 
a =22 $C 3 
已 知 直 线 过 点 2， <1 和 0 4 2 9 


由 直线 的 标准 方 各 为 ， 
1 ” 2+2 
2 一 1 3 
直线 的 参数 方程 为 : 
光一 1 十 28， 
y=—f,， 
Z 一 一 2 小 3 


直线 的 一 般 式 方 各 为 ， 
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2 一 1 
»》 2+2 
一 1 3 
各 十 24s 1 
om | 
3Y 二 2 一 一 2 


六 、 二 次 曲面 


间 ， 什 么 是 二 次 曲面 ? 常见 的 二 次 曲面 服 几 种 ? 

答 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 空 间 曲 面 可 以 用 方程 (4 ，》，2z) 
三 0 来 表示。 游 方 程 FC% ,YY,z) 二 0 中 的 %*，》，2z 是 一 
次 〈 或 东 些 项 为 零 次 ) 的 ， 则 所 表示 的 曲面 为 平面 通常 称 
平面 为 一 次 即 曾 。 车 方程 开 4Y ,了 ,32) 一 上 0 中 的 *， 少 ，zZ 是 
二 次 〈 或 某 些 项 为 一 次 、 零 次 ) 的， 则 所 表示 的 曲面 称 为 二 次 
曲面 . 

常见 的 二 次 曲面 可 分 为 下 面 六 种 ， 

《1》 球 而 ， 包 括 圆 球面 和 椭 蒜 面 。 

《2) 双 昌 面包 括 单 叶 双 曲 面 和 双 时 双 曲 面 . 

《3 ) 抽 物 面 ， 包 括 短 圆 挑 物 耐 和 双 晶 起 物 面 。 

《4) 二 次 锥 面 ， 

(5) 二 这 柱 面 ， 

C69 一 些 退 化 的 情况 ， 例 如 ， 上 方程 避 一 y==0 者 示 一 对 相 
交 平 面 等 。 

间 ， 研 究 二 次 曲面 的 方法 是 什么 ? 

答 : 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 通 过 方程 用 描 点 法 来 研究 曲面 的 形状 
是 很 不 方便 的 ， 通 常用 “平行 截面 法 ”。 这 就 是 用 一 组 平行 于 举 
标 平面 的 平面 去 截 割 且 面 ,从 所 礁 得 的 截 盖 (曲线 》 的 形状 去 想 
象 出 面 的 形状 ， 从 而 绘 册 曲面 的 图 形 。 


了 


问 ， 球 面 的 方程 是 怎样 的 ? 
答 ， 球 面包 括 贺 球面 和 怖 球 面 。 
在 空间 直角 从 标 系 中 ， 球 旋 在 点 Mo (xo Vos, 2 的 贺 球面 方 
程 为 : 


《光一 4 VO (2 fn) 
tr 


Br ~ 十 本 一 二 {RR 心 » 9 
出 CX Ho + Cy— yo + (sa) Ri. 
和 类 球 面 方程 为 ， 
CER CU Yn a 
tt 


Cra, b>0, >0)., 

特别 地 ， 当 球 心 在 从 标 原点 0 0,0,0) 时 ， 赔 球面 方程 
其]， 
ben 2 2 
Rr + -Rr + 
由 人 寺 十 江 二 RR 


椭 球 面 方程 为 : 


显然 ， 贺 球面 是 栅 球 面 的 特例 ， 在 精 球 面 方程 中 ， 才 4 三 是 
一 上 一 下， 就 变 成 了 圆 球面 方程 。 

向， 球面 方程 的 特点 是 什么 ? 

答 ， 球 面 方程 是 关于 4 ，2?4，z 的 二 次 方程 ， 而 且 方 程 中 缺少 
xyh、423 和 xs 项 。 丁 别 地 ， 当 方程 中 的 平方 项 的 系数 相等 时 ， 为 
圆 球面 方程 

例如 ， 方 程 关 十 天 十 民 一 2% 十 149 一 82 一 4 一 0 是 关于 %，， ?的 
二 次 方程 ， 方 程 中 缺 %*y，yz 和 xz 项 ， 且 平方 项 的 系数 相等 {都 
是 1) ， 因 焉 这 个 方程 表示 一 个 峰 球 面 ,通过 配方 ， 可 将 方程 
转化 为 贺 妹 面 的 标准 方程 ， 即 
(x1) Tty 十 2 十 人 一 下 2 一 5 
问 ， 怎 样 由 球面 方程 来 研究 球面 的 位 年 ? 
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答 : 球 心 在 原点 的 阅 奈 夯 广 程 为 


t+ 1 (R>0). 
和 “ “ 
显然 ， 和 1， -Rr 和 1 1， 


有 即 xl 和 RR， 12 了 | 志 R，|1 2 | 所 民 ， 
这 表明 ， 山 蒜 画 位 于 宙 闻 面世 一 土 玉 ， 少 一 土 责 ， 2 一 土 
所 构 忒 的 正方 体内 【如 图 1 一 4148)， 


图 1 一 48 
出 球面 被 三 个 坐标 面 所 截 的 截 六 各 为 一 个 圆 , 方程 分 别 
为 : 
2 一 二 和 一 0 
全 人 2 2 2 2 2 
一 -~-- 一 一 ed = -党 2 二 二 oh 2 二 一 
+ 1 Rt 和 1 | 和 + 和 一 1 
心 在 原点 的 情 球 面 方 程 为 
x ,3 人 
a ei, 
x 2 了 
显然 ， a 1]， pp: < 1 ce 1 、， 


和 


RR 


这 表明 ， 椭 球 面 位 于 %* 二 十 站， 小 二 土 上 各 2 二 土 6 各 平面 
所 构成 的 长 方 体内 (如 图 1 一 49)， 


图 1 一 -49 
问 : 半球 面 的 方程 是 怎样 的 ? 
答 ， 圆 球 面 〈 球 心 在 原点 ) 被 Yoy 坐 标 面 分 成 上 、， 下 两 部 分 (如 
图 1 一 50)，。 
上 半 副 球面 的 方程 
为 : 
—V Ri— yi 
下 半圆 球面 的 方程 
为 : 
8 一 一 W Ri ys 
同样 ， 椭 球面 〈 球 心 
在 原点 ) 也 被 加? 坐标 
图 1 一 50 面 分 成 上 、 下 两 部 分 ， 
上 半 精 球面 的 方程 为 : 


| 


下 半 栅 球面 的 方程 为 ; 


问 ， 双 曲 面 与 双 曲 匡 的 方程 有 什么 特点 ? 
签 ， 双 则 面包 括 单 叶 双 有 曲面 和 双 叶 双 上 曲面 ， 
由 方程 
ba 1 (rw 
oT bh ee 
0, >>0, ¢>0), 
所 和 确定 的 曲面 ， 称 为 
以 < 轴 为 对 称 轴 的 单 叶 
双 由 闻 《如 图 1 一 51). 
私 图 1I-51 可 以 看 出 ， 
和 单 叶 观 曲 而 具 右 一 快 册 
而 。 
当 用 xoz 举 标 面 和 
y0z 华 标 面 来 巷 制 曲面 
时 ， 截 得 的 曲线 均 为 双 入 5 
帅 线 ， 其 方程 为 : 


y=10 x%=0 
Cr 人 加 Ea Y 加 2 


由 于 曲面 有 -上面 这 两 个 特点 ， 故 称 之 为 单 吐 双 曲 面 。 
大 用 *07 至 标 而 去 蕊 着 幅面 ， 戴 得 的 曲线 为 精 圆 其 方程 
为 : 


2 一 从 
2 v2 
tl 


很 明显 ， 单 叶 冯 此 面 的 方 各 有 了 天 个 显著 的 特点 : 
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方程 的 左 端 均 含 有 x*，J，3 的 二 次 项 , 卫 仅 售 有 一 个 负 
号 ， 

注意 ， 负 号 在 哪个 变量 的 前 面 ， 单 叶 双 邮 面 就 以 这 个 变量 对 
| 和 


_Y 一 入 之 -= 
和 一 此 + 到 1 和 和 + 其 十 刀 1 


部 表示 单 叶 双 由 面 ， 前 者 表示 的 单 叶 双 骨 面 以 》 畏 为 对 称 铺 ， 
后 普 表 示 的 单 叶 双 曲面 以 < 办 为 允 称 轴 。 
日 方程 


所 确定 的 曲面 称 为 关于 xoy 坐标 面 对 称 的 双 叶 双 曲 面 (如 图 1 一 
52 。 


图 1 一 32 


与 单 叶 双 临 面 的 方程 相 比 较 ， 可 以 看 出 ， 双 时 双 临 面 的 方程 
中 含 在 商 个 负 号 ， 而 且 负 时 在 哪 丙 个 变量 前 面 ， 兹 时 观 临 三 的 
对 称 站 面 就 是 与 这 两 个 变量 相对 应 的 坐标 轴 组 成 的 坐标 平面 ， 
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工友 一 2 


都 展示 双 时 站 明 面 ， 前 者 表示 的 双开 双星 面 以 yoz 仅 标 面 为 对 
称 平 面 ， 牛 者 展示 的 观 时 观 肿 面 以 xzos 人 标 面 为 对 称 平 面 


例 知 ， 方 各 


2 了 2 1 了 


我 们 重点 研究 以 soy 誉 标 面 为 对 称 平面 的 双 叶 双 则 面 


所 + 其 一 和 = 一 1 堪 和 1 
从 图 1 一 52 可 以 看 出 ， 双 时 双 曲 而 包括 英 于 xoy 举 标 面 对 称 的 
| 两 部 分 ，| 而 且 它 被 x0s 坐 标 面 和 voz 坐标 面 所 截 ， 稚 疹 都 是 双 曲 
线 ， 因 此 ， 这 个 曲面 被 称 为 双 叶 双 申 面 ， 
如 果 用 平行 xos' 坐标 面 的 下 而 z= 一 8 起 蕉 上 述 双 时 双 曲 商 
《 记 几 1 一 52)， 当 | se 由 ， 有 截 痕 ， 了 号 | 有 | 全 ec 时 的 截 痕 是 本 
阅 ， 其 方程 为 : 


1(| kl>0). 


当 | 主 | 一 时 的 截 逆 为 - : 志 ， 
所 下 | < 时 ， 无 截 浙 。 
应 该 注意: 当 4 一 4 一 召 时 , 双 时 双 有 曲面 变 为 双 叶 旋转 双 曲面 ， 
C+ YY — Rg = ~ Rc. 
问 ， 抛 物 面 和 抛物 面 的 方程 有 什么 特点 ? 
答 : 抛物 面包 括 炳 加 抛物 面 和 双 邮 拱 物 面 。 


由 方程 

和 + -=z (a>0, 5>0), 
所 议定 的 曲面 ， 称 为 以 z 轴 为 对 称 利 的 椭 国 霓 物 面 《如 图 1-~- 
53)， 
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图 1 一 53 


从 图 1 一 53 可 以 看 出 , 椭 贺 抛物 面 手 + 拓 = > 在 soy 坐标 面 的 


上 方 。 曲面 被 sox 坐 标 面 和 ?os 和 坐 球面 所 戴 , 截 究 为 两 条 抛物 线 ， 

其 方程 为 ; 

一 用 

可 2 
车 用 与 Yoy 坐 标 面 平 行 的 乎 面 :一 A 去 截 酉 图 居 物 面 ， 则 当 六 > 


二 下 


=z 和 


一 疡 


3 也 
a 十 一 下 Ck>0), 


当 下 二 0 时 ， 规 痕 为 一 贞 曲 000 0) 。 

当天 必 0 时 ， 无 截 痕 ， 

因此 ， 上 述 曲 面 被 称 为 椭圆 抛物 曾 . 

从 方程 手 + 因 一 * 可 以 看 出 ， 方 各 有 两 个 明显 的 特点 ， 即 方 
程 中 无 常数 项 ， 且 变量 z 的 次 数 为 1 ， 

一 般 地 ， 甩 具有 上 面 这 两 个 特点 的 方程 都 表 东 椭 加 抛物 
重生 


面 。 例 如 ， 方 程 


都 表示 椭 辐 抛物 画 ， 且 前 者 以 了 思 为 对 称 轴 ， 后 者 以 % 四 为 对 
称 轴 。 
由 方程 
一 每 + 攻 = 2 
所 确定 的 曲面 称 为 双 则 扫 物 面 ‘如 图 1 一 54)。 双 曲 抠 物 面 很 象 
一 个 马鞍 子 表面 ， 所 以 ， 常 把 双 曲 执 物 面 称 汶 马鞍 面 。 


图 1 一 54 


从 图 1 一 54 可 以 着 出 ， 用 Yos 上 举 标 面 和 zox 兴 标 面 去 截 这 个 曲 
面 时 ， 截 痕 是 抛物 线 ， 其 方程 为 ; 
和 一 由 一 让 


证 二 5 一 小 
“yo EA 
A 0 和 和 » 9 


者 电 面 被 圣 行 于 xoy 些 标 面 的 平面 2 一 六 《至 0) 去 截 时 ， 截 
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交 永 远 是 吧 暑 线 ， 且 当 有 > 0 时 ， 双 碍 绕 在 Yoy 举 标 面 的 上 方 ， 
当 记 之 0 时 ， 冯 曲线 在 xoy 坐标 面 的 下 方 ， 其 方程 为 ， 

23 一 下 
* 


4 上 
5 二 下 一 让 《RS0) 。 


同样 ， 方 程 


图 1 一 55 
应 该 注意 的 是 ， 方 程 
2 =xYy 
也 表示 一 种 常见 的 双 曲 抛物 面 ,对 于 这 种 双 曲 抛物 面 ,用 平面 x 
一 上 (sr0) 去 截 时 ， 截 痕 部 是 双 曲 线 ， 且 这 些 双 曲线 在 xoy 众 
标 面 的 投影 部 是 以 分 轩 、 少 加 为 渐 近 线 的 等 轴 驱 曲线 ， 
向 :下 列 方 程 各 表示 什么 曲面 ? 


区 2 
(1) 二 十 和 .3 五 ; (2) x— yg:=1]; 
a 2 0 
3) +s 了 Il; (47 本 xz 十 2) 一 0 一 36。 
答 :( 1) 方程 表示 一 个 情 圆 抽 物 面 ， 共 标准 方程 为 : 
所 人 
i2 27 
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《2》 市 程 表 示 以 yoz 举 标 面 为 对 称 平 面 的 双 时 双 晶 而。 
C3) 方程 表示 以 xzoy 举 标 面 为 对 称 平 面 的 双 吓 双 蛆 古 ， 
C4) 方程 可 化 为 
一 此 Ea 
入 一 十 9 1 a 
所 以 ， 寺 星 雪 示 以 了 轴 为 对 称 居 的 间 时 双 旧 国 。 
间 ， 半 么 是 二 次 锥 画 ? 二 次 锥 方程 的 特点 是 什么 ? 
答 : 由 二 次 齐 次 方程 
a 到 = 站 世人 0 


所 表示 前 曲面 ， 称 为 顶 上 由 在 坐标 原点 的 一 次 铁画 (如 图 1 一 56) 
二 次 锥 面 方 程 是 :次 
齐 次 方程 ， 反 二， 二 次 
齐 次 方程 表示 的 昌 面 必 
是 顶点 在 原点 的 一 次 锥 
面 。 
1》 从 留 1 一 56 可 
以 大 出 ， 一 次 锥 而 以 
xXOY 坐标 面 对 称 地 分 为 
上 、 下 机 部 分 : 
上 上 半 锥 面 的 方程 为 : 
加 2 
“7 于 + 庆 ， 图 1 一 56 
平 半 锥 面 的 方程 为 ， 


《 2) 条 用 平行 于 25oy 坐标 面 鸠 平面 :=% 寺 蕉 二 次 锥 面 ， 则 


和 一 天 


和 +， (志和 二 0}， 
c: 


#1 


当下 = 一 0 时 ， 裁 面 为 一 点 ， 它 就 是 坐标 原点 ， 
显然 ， 当 记 之 0 时 ; 截 得 的 尹 圆 在 20y 坐标 面 的 上 方 当天 
< 0 时 ， 截 得 的 烽 圆 在 xzoy 举 标 面 的 下 方 。 
《3》 当 2& 一 一 玉 时 ， 锥 面 方程 为 
和 和 20 
玉环 ce 
此 时 ， 用 平面 * 一 8 (es 0 ) 去 截 时 ， 埠 痕 为 一 个 圆 ， 其 方 


程 为 
宇 二 电 
FR2. pA: 


二 一 一 
c 


我 们 称 这 样 的 锥 面 为 二 次 旋转 锥 面 。 

问 : 什么 料 的 曲面 是 柱 面 ? 柱 面 方程 的 特点 是 什么 ? 

答 : 1) 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 如 果 给 定 一 条 平面 曲线 C 及 一 
条 定 直 线 。 平行 于 定 直 线 并 沿 着 定 有 曲线 CC 移动 的 直线 工 所 形成 
的 罗 迹 叫做 柱 面 。 其 中 ， 平 面 曲 线 C 称 为 柱 面 的 准 线 ， 动 直线 
工 称 为 柱 面 的 母线 【如 图 1 一 57)。 


图 1 一 57 


《2) 设 有 一 个 柱 面 ， 它 的 谁 线 是 xoy 华 标 面 上 的 :一 条 曲线 
Cy 方程 为 $8 (%，y) 二 0 , 柱 面 的 母线 二 平行 于 zs 轴 ， 在 此 柱 面 
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土 任 联 一 点 (XY 2)， 过 1 点 作 直线 平行 于 办， 此 直线 窑 
xpy 坐 标 面 于 My 0) 点 ， 则 称 虚 1 为 点 到 在 如 y 举 际 面 土 的 
投影 ， 且 于 "点 必 在 准 线 C 上 ， 

若 不 在 柱 面 上 的 任意 一 点 局， 则 该 点 在 xoy 坐标 面 上 的 投 
影 请 点 必 不 在 淮 线 C 上 ，。 所 以 , 空间 点 村 以 ;y;) 在 柱 而 上 的 充 
要 条 件 为 %,y 满 足 谁 线 C 的 方程 

${%, y=0. 

由 于 在 这个 方程 中 不 包含 zg， 所 以 ， 以 xoy 坐标 面 上 曲线 上 
为 准 线 ， 朋 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 方程 ， 是 一 个 不 包含 变量 x 的 
方程 

wy) 二 0， 

例如 ， 方 程 吧 一 2%= 一 0 且 表 示 一 个 柱 面 。 这 个 柱 面 的 崔 线 为 
*oy 举 标 面 上 的 扼 物 线 人 一 24=0， 且 母线 平行 于 * 辅 《如 图 1 一 
58) ， 谈 柱 面 称 为 扫 物 柱 面 。 


图 1 一 58 


(3) 显然 ， 不 包含 3 的 方 各 % 03， 习 一 0 也 表示 柱 画 ， 这 个 
柱 面 的 母线 平行 于 y 辅 ， 而 维 线 在 xsoz 和 和 扶 面 上 ， 例 如 ， 方 程 


和 
一 ] 
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就 展示 这 样 的 柱 面 ， 这 个 柱 面 的 母线 平行 于 了 轴 ， 准 线 是 在 
xo2s 坐标 面 上 的 本 图 

和 

+ 全 1。 


读 柱 面 称 为 椭 回 柱 面 《如 图 1 一 59)， 


叉 如 ， 方 程 y 一 2 一 0 也 表示 一 个 福 面 。 这 个 柱 面 是 休 平 面 ， 
它 的 准 线 是 xoy 举 标 面 上 的 一 条 直线 y= 二 2%， 坏 线 平 行 于 z 轴 (如 
图 1 一 60) 。 


图 1 一 59 图 :一 60 


间 ， 什 么 是 二 次 柱 面 ? 常见 的 二 次 柱 面 有 哪 几 种 ? 
答 : 以 二 次 曲线 为 准 线 的 驻 而 称 为 二 次 柱 面 常见 的 二 次 柱 面 有 
下 面 四 种 : 
《1) 因 往 面 
桩 面 的 准 线 是 xcoy 举 标 面 上 的 圆 *? 十 Y= 记 ， 嫩 线 平行 于 z 轴 
的 圆柱 面 方程 为 : 
o2 十 92 一 有 2 一 0。 
如 图 1 一 61 所 泵 。 
《2 ) 椭圆 柱 面 


柱 面 的 准 线 是 4» 坐标 向 上 的 帆 同 和气 + 世 一 1 ， 母 线 平 行 于 
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图 1 一 5% 


(3 〉 双 曲 柱 面 
柱 面 的 淮 线 是 x0y 坐标 面 上 的 双 曲 线 竹 一 其 二 1 ， 母 线 平行 
于 4 轴 的 双 曲 柱 面 方程 为 ; 


如 图 1 一 62 所 未。 
(4)》 扼 物 柱 面 
柱 面 的 准 绕 是 xoy 航标 面 上 的 揣 物 线 好 二 2 区 7， 母 线 平 行 于 
z 轴 的 抛物 柱 面 方程 为 ; 
xX —2py= 0,， 
如 图 1 一 63 所 示 ， 
间 ， 下 列 方程 各 表示 什么 曲 卫 ? 
(C1) +ry 2y=0; {2) 和 十 28 一 3 一 3 一 二 3 
C3) 2 一 和 2 二》 
答 : 1》 应 用 配方 法 ， 得 
和 十 (4 一 1) 一 让 


$8 


图 1 一 63 图 1 一 564 


由 于 方程 中 不 含 2 项 ， 所 以 方程 表示 一 个 柱 面 ， 这 是 一 个 母 
线 下 行 于 : 轴 ， 淮 线 是 X05 坐标 面 圭 的 一 个 笛 的 网 柱 面 ， 
2》 应 用 配方 法 ， 得 
《区 十 23 一 1 一 了 7。 
这 是 一 个 母线 平行 于 7》 轴 ， 谁 线 是 %ox 化 标 面 七 的 椭 合 的 杭 
圈 柱 面 ， 
《3 ) 方程 表示 柱 面 。 这 个 酝 面 的 母线 平行 于 了 轴 ， 谁 线 是 
X02 平面 土 的 一 策 扫 物 线 的 搜 物 柱 面 ， 


《和 4) 方程 表示 x0y 些 标 面 上 方 的 半 个 单 叶 双 曲 面 《 如 图 1 一 
64) ， 


七 、 小 结 


在 这 一 前 中 ， 我 们 主要 学 习 了 向 量 代数 和 空间 解析 几何 的 一 
些 基 础 知识 ， 它 们 是 学 习 以 后 各 一 的 基础 ， 

学 习 这 一 章 应 证 意 证 面 儿 个 问题 ， 

C1》 将 向 盟 及 向 里 的 数量 积 、 向 盟 积 与 平面 、 直 线 方程 联 
系 起 来 ,将 平面 与 直线 联系 下来 ,能 用 内 量 及 向 量 的 运算 解决 在 
56 


关 的 问题 。 

《2 ) 在 空间 直角 坐 标 系 中 ， 胖 面 与 直线 是 最 简单 、 最 基本 
的 幅面 和 曲线 。 擎 操 它 们 标 崔 方程 的 特点 ， 了 解 平 而 和 直线 各 
种 方程 之 各 的 其 系 是 很 重要 的 。 这 需要 进行 一 些 必 要 的 练习 。 

(3 ) 二 钦 曲 面 是 这 一 党 的 重点 内 容 。 在 以 后 各 党 的 学 习 
中 ， 我 们 将 会 经 常用 到 它们 ， 因 此 要 求 掌握 各 种 二 次 曲面 方程 
的 特点 ， 能 准确 的 根据 不 同 的 方程 六 断 它 所 表示 的 曲面 发 这 个 
曲面 的 一 些 荡 本 的 特点 ， 


八 、 思 , 游 练 习题 


1 。 指 出 下 列 各 点 位 置 的 特殊 性 。 
(1) (4,0;0) 02) (0 一 2;0)3 (3) (0.0,371 
《4》(I2:0) (C6) (1 0 2) 《6) (0,2,1), 
2. 求 出 与 给 定点 (2 一 3 一 1 分 曙 对 称 了 于 下 列 坐 标 面 的 点 的 
坐标 ， 
{1) xoys C2) yors C$) xos, 
。 已 知 4 Cd,1 3) ， (2 一 53951), CC (3,7, 一 5)。 试 写 
由 向 各， BA AC. CB 的 投影 表 达 式 。 
4 。 求 下 列 各 问 量 的 模 和 方向 余 些 : 
C1) 亲生 了 一 二 让 (2) +42F 4142 
(3) 62—37+6R. 
， 已 知 平 行 四 边 形 的 两 个 邻 边 是 4 一 了 一 3 了 二 大 和 一 
se 求 平行 四 边 形 的 闸 积 5. 
6 。 作 出 下 列 各 平面 图 形 ， 分 析 其 特点 ; 
(C1) 3%+2v—6= 人 0; ( 2) +2%= 4 
(2) 3y+2--1= 0 C4) y= 0 
(C5) =I, 
?7， 求 过 加 《1,251) 册 疾 行 于 平面 x+237 一 3z+5 一 0 的 平 


#7 


面 方 促 ， 

8 .一 平面 通过 点 〈2，1，1) 县 蒜 线 向 量 番 直 于 向 量 飞 = 
2 了 4 了 天 和 了 = 37—27+3， 求 此 平面 的 发 程 ， 

9 。 求 通过 点 《1，1i，1》,; 且 同时 平行 于 平面 *+y 一 22 
十 1 二 0 和 %* 十 2Y 一 2 十 1 二 0 的 直线 方程 ， 

10， 作 出 下 列 方程 表示 的 西 面 : 


有 2 
(1 一 《2 和 一 


《3 和 一 4 二 证 一 一 1 《天 一 2 
IL。 郝 出 下 列 曲 商 ， 并 分 析 其 特 虞 : 
《12>》 (CxOe1)*+ (ty—1)+(a—1):=1s 


党 吕 
(C2) 十 了 一 T4 


号 2 

Cw 十 了 了 2 .7 
， 所 一 站 2 0， 
二) EY D0: 
A 
{35) 3 3 

12。 作 罚 下 到 曲线 在 第 一 卦 限 内 的 图 形 ; 
知 二 4 十 下 一 25， 3 十 名 十 庆 二 25， 
《 工 ] {2) 


-== 


3 一 了 一 3 

和 十 中 一 4， Ci 
(383) ‘和 4) 

Y=2, NT 一 


13。 画 出 下 列 各 组 方程 所 围 成 的 空间 区 域 


0 委 关 委 《， 


和 二 让， 
< 忆 一 站 
. :一 0， 
D2 
党 十 2= > 
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3 = + x 二 二 和， 
(3) 


_ (4)4z=2， 
2 二 人 0: 

4 =V RT, ty 
| (C6) yy 
2 一“ 2 一 0， 


九 、 思 考 练 习题 答案 或 提示 


1 (1) 在 * 轴 二; (2) 在 2 轴 上 ; (3) 在 z 轴 工 ! 
(4 ) 在 x0y 坐 标 击 虐 ; “5 在 xoz 坐 奈 面 上 ! 
( 6) 在 yo 坐标 面 上 ， 

2， C10)(2,7 Ds (2 一 (2 一 3 (C3)(2,3,—1). 


3。 让 = -2 62， BA= 2 +6I +2k, 
Eo CB=— i—127+6k. 
, 2 2 _ 工 上 2 2 
由。 Ci) 1, 3 3? Tai {20)1, 3 3° 3 3 
1 之 
{ 3 日 :| 7 区 
5。3 一 3w10 
6。 几 ， 
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第 二 章 “” 多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 


在 这 一 窜 中 ， 我 们 将 在 一 元 函数 微分 学 的 基础 上 ， 以 二 元 函 
数 为 重点 ， 学 习 多 元 畏 数 的 微分 法 及 其 应 用 多 元 函数 微分 法 与 
一 元 函数 微分 法 之 间 ， 既 有 钊 切 的 联系 ， 又 有 明显 的 质 的 区 别 ， 
因此 ， 在 学 习 本 党 时 ， 注 意 与 一 元 函数 微分 法 进行 对 照 比 较 ， 闭 
晶 它 们 之 闻 的 联系 与 区 别 是 非常 重要 的 。 

与 一 元 畏 数 微分 学 相 类 位 ， 我 们 首先 学 习 多 元 函数 的 概念 ，、 
多 元 函数 极限 与 连续 的 概念 ,然后 进一步 研究 多 元 函数 的 偏 导数 、 
全 微分 以 及 复合 孙 数 、 隐 函数 的 微分 法 ， 最 后 学 习 多 元 前 数 微 分 
法 的 一 些 应 用 . 

学 习 本 章 的 要 求 : 

1。 了 和 解 二 元 函数 的 定义 ,会 求 二 元 函数 的 定义 于 必用 平面 图 
形 表 示 二 元 函数 的 定 尺 域 。 

2。 了 解 二 元 济 数 极限 及 连续 的 定义 ,知道 一 切 多 元 初等 济 数 
在 其 定义 起 内 是 连续 的 。 

3。 党 担 一 阶 偏 导数 前 定义 及 其 几何 意义 ,熟练 党 担 一 阶 偏 导 
数 及 二 阶 偏 导数 的 计算 方法 ， 了 解 一 阶 偏 导 数 与 连续 性 的 关系 。 

4。 理 解 全 微分 的 概念 ,熟练 学 握 全 徽 分 的 计 工 方法 f 理解 二 
元 函数 在 车 点 可 徽 的 条 件 。 

5。， 掌 担 复 合十 数 的 微分 法 ; 会 求 隐 男 数 的 人 恼 导数 。 

6。 了 解 用 一 阶 全 纤 分 的 形式 不 变性 计算 函数 的 嵌 分 和 仿 导 
数 的 方法 。 

7。 会 求 空间 曲线 的 切线 .法 平面 欢 及 曲面 的 切 平 面 及 法 线 ， 

8 掌 担 二 元 函数 钥 值 存在 的 深 要 条 件 和 充分 条 人 性。 

9 。 会 用 拉 格 半日 冬 数 法 求人 条件 极 值 问题 ， 

本 侠 的 重点 足 ， 彤 导数 的 定义 ;复合 函数 的 微分 法 ; 条 件 极 
慎 。 

a0 


一 多 元 函数 

加 :什么 是 杀 元 函数 ? 

答 : 我 们 把 依赖 于 两 个 荆 两 个 以 上 自 变 量 的 国 数 称 为 多 元 国 数 ， 
记 为 2 = (XY = (xis Hag, En) 一 般 来 说 ， 多 元 
靖 数 所 依赖 的 各 个 自 变 量 处 于 相 二 独立 的 地 人 位， 它们 的 值 可 以 
在 一 定 范围 内 侍从 独立 地 选取 。 

与 一 元 国 数 相 类 伺 ， 我 们 把 多 元 函数 自 变 量 的 取 慎 范围 称 为 

问 : 学 习 多 元 函数 微分 法 时 ， 为 什么 以 二 元 函数 微分 法 为 主 ? 

答 ; 我 们 将 会 看 到 ， 从 依赖 于 一个 自 变 呈 的 一 元 鲍 数 推广 到 依赖 
于 两 个 日 密 虽 的 二 元 函数 会 产生 一 些 全 新 的 质 的 变化 。 例 如 ， 
二 元 旷 数 的 定义 域 、 二 元 国 数 的 极限 等 等 与 一 元 图 数 都 有 质 的 
差异 , 但 从 二 元 晴 数 推广 到 区 Cn 之 33) 元 函数 时 ， 就 没有 什 魏 
本 哲 上 的 不 同 ， 很 多 问题 仅 是 技术 上 前 推 广 。 所以， 今后 我 们 
将 以 研究 二 元 国 数 为 主 。 

问 ， 什 么 叫 二 元 函数 ? 

答 ， 二 元 闲 数 的 定义 是 ， 设 有 变量 %* ,和 zz 。 如 果 当 变量 乞 ，y 
在 一 定 范围 内 任意 寂 定 一 对 值 时 ， 变 景 z 按照 一 定 的 法 则 ， 剖 
有 确定 的 数 但 和 它们 对 应 ， 则 zz 吗 做 < ,了 区 二 元 函数 ， 记 作 

s= ff (x,y), 
其 中 变量 % ，? 岂 做 自 变星 ，2z 叫做 因 变 量 ， 自 变量 * ,的 恋 
化 范围 叫做 函数 的 定 浆 域 ， 
根据 这 个 定义 ，z = 二 6 (ce 为 带 数 ) 以 及 
让 《xy 不 同时 为 零 ) 
0 (x=y—0) 

都 是 二 元 函数 。 前 者 是 .个 特 浆 的 .元 孙 数 (常数 函数 ) ， 后 

者 是 一 个 分 段 函 数 ， 
需要 注意 的 是 : 二 元 函数 > 一 (x,y) 中 ， 自 变量 在 定义 域 


fo 
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内 可 以 独立 地 取 值 ， 邵 * 取 值 与 》 联 值 没有 必然 的 联系 ， 而 且 
有 可 能 出 现 < 可 以 取 不 同 的 什 ， 而 的 值 是 不 变 的 ， 或 了》 可 以 
取 不 同 的 值 而 * 的 值 是 不 变 的 情况 。 

问 ， 如 何 理解 二 元 函数 xz 一 r (x,?) 的 几何 意义 ? 

答 ， 和 一 元 国 数 类似 ， 我 们 也 是 将 国 数 的 分 析 开 达 式 同 它 的 几何 
解释 联系 起 来 进行 研究 的 。 设 二 元 尔 数 z 二 (x%,y)》 的 定义 域 
为 xoy 坐标 面 上 荣 一 区 域 吕 ， 对 于 也 中 的 每 一 点 户 (x,y)， 在 
空间 可 以 作出 一 点 My ;了 (x%y7))】 与 它 对 应 ， 当 点 P (x;Y) 
在 号 中 变动 上 时， 点 如 (%*;y ,f(x%，y)) 就 在 空间 相应 地 变动 。 一 
艇 说 来 ， 它 前 胃 迹 是 一 个 曲面 ‘如 图 2 一 1)， 


图 2 一 1 


这 个 曲面 就 称 为 二 元 函数 z 二 f(x，y》 的 图 形 . 
例如 ， 在 直 第 坐标 系 中 ， 函 数 z=c 的 图 形 是 一 个 平行 于 xDOy 
坐标 面 ， 且 距离 为 的 平面 (图 2 一 2) 。 
叉 如 ， 方 程 
和 十 4 十 这 一 1 
所 确定 的 函数 z = 二 {x,y) 的 图 形 是 一 个 球 心 在 原点 ， 半 径 为 
1 的 球面 “图 2 一 3)， 


这 个 函数 有 两 个 对 应 值 ， 一 个 为 v1 一 x 一 y* (上 半球 面 )， 另 
一 个 为 一 v1 一 健一 《下 半球 面 ) ， 关 此 ， 这 是 多 值 阴 数 ， 
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问 ， 什 么 叫 区 域 ? 
答 : 在 平面 上 由 一 条 或 几 条 曲线 所 转 成 的 部 分 称 为 平 曙 区 域 或 叫 
Zh 


图 2 一 3 
区 域 。 围 成 区 域 的 曲线 称 为 区 域 的 边界 。 包括 边界 在 内 的 区 域 
称 为 团 区 域 ( 如 图 2-4 中 的 力 ); 不 包括 边界 在 内 的 区 域 称 为 开 


| 
中 
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区 域 “如 图 2 一 8 中 的 户 )， 

如 果 区 域 可 以 延伸 到 无 限 迁 处 ， 就 称 这 区 域 是 无 界 的 : 否则 
的 话 ， 它 总 可 以 被 包围 在 一 个 以 原点 为 中 心 而 半径 适当 大 的 天 
内 ， 这 样 的 区 域 称 为 有 界 的 ， 显然， 图 2 一 4 与 2 一 5 所 表示 的 区 
域 忆 都 是 有 界 区 域 ， 而 图 2 一 6 祛 示 的 区 域 忆 则 是 无 界 区 域 ， 


图 2 一 6 
区 域 力 常用 联 立 不 等 式 米 表示 ， 
例如 ， 联 立 不 等 式 
人 
jl1 
就 者 示 一 个 有 界 闭 区 感 九 〈 如 图 2 一 7) 


图 2 一 7 图 2 一 8 


证 


又 如 ， 联 立 不 等 式 
{2 
少 池 活 
表示 的 区 域 巴 为 X03 上 坐标 面 的 第 一 象 急 (图 2 一 8 ， 这 是 个 无 界 
区 域 。 

问 : 如 何 求 二 元 冰 数 z= 一 f(x,y) 的 定 闵 域 ? 

管 ; 我 们 可 以 用 类 似 于 求 一 元 函数 定 闵 域 的 方法 求 二 元 函数 的 定 
义 域 。 龙 求 二 元 消 数 定义 域 陡 ， 应 注意 ， 若 畏 数 的 自 变 量具 有 
茶 种 实际 意 头 ， 则 应 读 根 据 它 的 实际 意义 来 决定 其 取 值 范围 ， 
即 由 此 来 确定 函数 的 定义 域 .。 例如， 圆柱 体 的 体积 FP 是 它 的 底 
面 半 径 民 和 高 互 的 邯 数 ， 即 

和 = "wR, 
由 这 个 函数 克 定 闵 瑾 为 
1 


五 一 0。 
对 于 用 分 析 表 达 式 表示 的 函数 ， 只 要 使 表述 式 有 意义 的 自 变 
量 取 值 范围 ， 就 是 函数 的 定 浆 域 。 
例如 ， 求 下 列 各 浮 数 的 定 艾 感 刀 : 


(1) 2=]n(%: + py:—1): (C2) 2 =arcsin(x+ Y)3 


{373 二 ty 一 人 x) 十 YA 1 (4)2—— 
1 wy * ty 
解 :( 1 ) 要 使 骨 数 z 的 表 迅 式 有 意义 ， 自 变 明 %* ， 少 必须 满足 不 
等 式 


XY 一 12>0， 
所 以 请 数 # 三 和 ( 娠 十 和 一 二 的 定 交 十 五 为 
二 yl， 
其 图 形 为 加 周边 界 * 土 全 二 1 和 外面 的 无 界 区 域 《如 图 2--9) 
《2) 由 |x+y| 扎 1, 得 
+ 过 1， 
(2 
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图 2 一 9 图 2 一 10 


所 以 函数 * 一 arcsin(xt 十 和 的 定 艾 域 五 是 
几 扫 了 一 党 ， 
1 
潜 图 形 是 夹 于 直线 了 =1 一 * 和 = 一 1 一 * 之 中 且 包 括 这 两 条 
直线 的 策 形 无 界 区 域 “如 图 2 一 10)， 


(3) 函数 z =In(y 一 0) 二 一半 * 的 定义 域 万 为 
VI—x—y’ 
y—%*>0, 
0, 
1 


其 图 形 是 个 山形 有 界 区 域 {如 图 2 一 11)， 


-一 多 全 
(4 )》 函数 z 一 -52 二 的 定义 域 刀 是 


人 


内 二 0。 
其 图 形 是 不 包含 举 标 申 点 的 平西 无 办 区 域 〈 如 图 2--12) ， 
问 ， 若 蘑 一 二 元 函数 的 定义 域 D 在 第 I 象限， 是 由 x: + 二 1 及 
66 


图 2 一 11 图 2 一 12 
y》= 二 1 一 x 围 成 的 开 区 域 ， 如 何 玫 联 立 不 等 式 表 示 该 区 域 7 并 男 
出 图 形 ， 
答 ， 定 尽 域 已 在 第 工 象 限 ， 则 
0, 
- L 
又 定 疼 域 马 由 图 x* 二 y= 1 及 直线 = 二 1 一 * 围 成 ， 
和 
即 
1 一 
综 上 所 述 ， 定 艾 域 马 用 联 立 不 等 式 
表示 为 
72< 7 ， 
0 之 区 < 之 1。 
其 图 形 如 图 2 一 13 所 示 ， 

问 ; z= 二 JnCx (x y)] 与 z=lnx 
+n(x 一 y) 表示 的 是 同一 个 函 
数 吗 ? 

管 : 和 一 元 函数 一 样 ， 二 元 函数 的 定义 也是 包含 了 两 个 要 素 ， 一 
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是 定 多 域 ,二 是 对 应 关系 ,这 商 个 函数 如 果 它 们 的 定 浆 域 和 对 应 
关系 都 相同 , 则 为 同一 耳 数 .如 果 有 一 个 不 辣 ,就 不 是 同一 耳 数 . 
这 里 ， 有 二 Jnfxt% 一 》)] 的 定义 域 是 
Xx— yD 
* > 0, % < 0, 
| 
区 :i 
耐久 一 jnay+]ntx 一 外 的 定 巡 域 是 
和 > 0， 
(22. 
因此 ,z= 二 1nCxw (x 一 与 2 一 Ix 二 ln(x 一 y) 不 表示 同一 前 数 ， 
回 ， 什么 叫 是 记 , 的 $ 邻 域 ? 
答 : 以 平面 上 Po(xoy Yo) 为 中 心 ，8(>0) 为 半径 的 小 图形 开 域 称 


为 乓 PolwoyY0) 的 # 贸 域 《 如 图 2 一 14)， 表示 为 : 
V(X— No) (yO— yo) <#, 


图 2 一 14 图 2 一 15 


邻 域内 的 任意 一 点 P(x,y》 都 满足 不 竺 式 
V(X— Ko) 十 《9 一 30)2 <6, 
即 点 Plx,Y) 与 已 ofxzoy Yo) 的 下 离 小 于 3。 由 于 比较 小 ,所 以 ， 
邻 域 内 的 所 有 点 Ptx,y) 都 分 布 在 点 Polxo,yo) 的 周转 附近。 
癌 ， 什么 是 区 域 的 内 点 与 边界 点 ? 
答 : 如 果 点 卫 (*,， 少 》 的 某 个 分 域 完全 包含 在 区 研 卫 内 ， 则 称 点 
G8 


Ptx，y) 为 区 域 必 的 一 个 内 点 (如 图 2 一 -15) 显然， 如 果 区 域 已 
是 开 区 域 , 则 区 域 呈 内 的 所 有 点 都 是 内 点 .如 果 不 论 点 妃 人 人 
的 邻 域 如 何 小 ， 在 邻 域内 总 包含 区 域 马 内 的 点 和 区 域 品 外 的 
点 ， 如 称 点 PCx',Y') 为 区 域 D 的 边界 点 《加 图 2 一 15) 。 


一 、 二 元 函数 的 极限 


问 ， 二 元 冰 数 自 变 量 的 变化 方式 有 什么 特点 ? 

答 ， 我 们 知道 ， 一 元 国 数 y= 尖 xz) 公有 一 个 自 变 量 和 ， 当 % 趋 近 
于 时 ， 趋 近 的 方式 有 三 种 ， 肥 从 小 于 Xo 的 方向 趋 近 于 xo; 从 
大 于 x 的 方向 趋 近 于 %o 了 从 小 于 和 大 于 x 的 两 个 方向 同时 趋 过 
于 各 .得 不 论 * 以 何 种 方式 趋 近 于 Xo， 点 “与 定点 Xo 之 闻 的 距 记 
总 是 无 限 变 小 的 。 所以， 在 一 元 函数 的 极限 中 ， 总 是 用 两 点 间 
踢 离 的 无 限 变 小 来 表 还 这 两 点 的 无 限 趋 近 ， 

在 汪 元 闲 数 2 一) 中 有 两 小 自 变 量 *,y， 且 这 两 个 由 变 
攻 的 取 慎 是 相互 独立 的 。 因 此 ， 当 平面 点 P(x,y》 亲 近 于 定点 
PotxosY0o) 时 ， 其 趋 近 的 方式 蚌 多 种 多 样 的 ， 它 可 以 从 性 何方 
同 以 直线 方式 、 曲 线 方 式 成 踊跃 方式 无 限 珀 江 于 Po(%0, yo) (如 


、 图 2 一 16). 


所 以 ， 在 研究 二 元 钞 数 自 变 世 的 变化 过 程 时 ， 应 注意 变化 方 
式 的 任意 性 、 这 远 比 一 元 国 数 自 蛮 其 的 变化 方式 要 复杂 得 多 ， 
但 不 论点 已 (xy) 趋 近 于 定点 Po(xoyo) 的 方式 多 么 复杂 ， 总 
可 以 用 这 两 点 之 间距 离 的 无 限 变 小 来 表示 ， 即 

[PPol 一 6 一 w (x— wo + (y— Yo) 一 >0。 
问 ， 如 条 理解 二 元 函数 的 极限 概念 ? 
: 二 元 函数 有 两 个 等 价 的 极限 定 尽 : 
定 浆 1， 图 数 z = 二/ (X,Yy) 在 点 PolxosYo) 的 某 个 邻 域内 有 定 芝 

(在 点 Po 可 以 被 有 定 浆 ), P(x, 是 邻 域 内 的 任 音 一 点 ， 当 点 
忆 以 任何 方式 无 限 接近 于 点 Po 时 ， 靖 数 的 对 应 值 / (x,y》 无 限 
接近 于 一 个 确定 的 常数 4, 则 称 常数 4 是 销 数 (x,》) 当 P(x,) 
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Pix,y' 


Px) 


Cy py 


图 2 一 15 
一 Pwo， JY0) ,或 X 一 Xo、y 一 Yoy 琴 PD 一 W(X 一 X00) 了 十 (9 一 Y0) 2 一 20 
册 的 极限 ， 记 为 


Tim J (%, ,一 4 或 0 一 0 时 ， fx + A. 
yy 
对 于 定 双 上 上， 要 注意 以 下 几 点 : 

《1 )》 与 一 元 国 数 极限 相 揽 ， 一 元 函数 的 极限 也 不 研 究 点 
PolxosYo) 处 函数 的 状态 ， 仅 研究 虑 (x,，y) 一 Po(wo,Y0) 的 过 
程 中 ， 户 数 /(x,y》 的 变化 趋势 。 所 以， 在 定义 中 明确 规定 ， 
另 数 z= f(x,y》 在 虚 Pot%o,Yo) 的 其 个 邻 域内 有 定 你 ， 但 不 
于 求 前 数 在 点 Polxwo; Yo) 处 有 定 光 。 

《2) 成 Pex,Y)》 是 以 Pittosyo) 为 图 心 的 某 个 小 邻 域 内 的 
任意 一 点 ， 它 可 以 无 路 接近 瑟 (xyo， 但 木 等 于 (Yoy yo) 。 

特别 庶 读 注意 的 是 ， 忆 (yy) 趋 于 Pofyzoyya) 的 方式 是 任意 
的 。 也 就 是 说 ， 只 有 当 己 (xx, 儿 取 任何 方式 趋 于 天 (xn yn) 时 ， 


?0 


都 无 限 接 近 沉 数 4， 则 这 个 常数 4 才 是 2) 着 王 (> 
(No Yo) 时 的 极限 ， 

《3) 点 Ptx,y3 无 限 趋 近 于 Polxo,Yo)， 等 价 于 : 一 加 且 
yy, 和 P= (% 一 %o) 十 (YY 一 02 一 0。 

应 该 指出 的 是 ， 把 瑟 ( 和 7) 一 Po yn 写成: 芝 一 和 40、 一 0， 
绝 不 意味 着 : * 先 趋 于 2， 然 后 了 再 赵 近 于 yo， 这 两 个 过 程 是 
闻 时 进行 的 ， 即 < 一 %o 的 同时 有 了 一 yo。 这 样 定 交 的 极限 称 为 
全 面 极限 

《4)》 极限 值 4 应 是 一 个 确定 的 常数 ， 它 与 刀 (x,y)》 趋 近 
PalXos yn 的 方式 无 关 ， 

定 允 2; 请 数 & = 在 版 PoCgoyyn 的 其 个 邻 域内 有 定 
羡 { 在 点 户 可 以 没有 定义 } ,如 果 对 于 任意 的 es>0, 总 存在 380， 
使 得 对 于 适合 不 等 式 

OP (NX) +t (YY 一 yn) < 
的 一 切 点 Ptx,y) 所 对 应 的 国 数 值 fx,y)， 总 有 不 等 式 
] 1 一 并 | < 
成 立 (起 中 4 为 一 个 前 定 的 常数 ), 则 当 数 4 称 为 函数 :一 广 (x,y) 
当 x Ah、 y 一 yo 或 6 一 (一 %0)2 二 (YY 二 yz 一 0 时 的 极限 。 
Jim x,y) 一 二 或 Plx, y)— Po(xXn, yo) 
Et 
Yo 
Bfx, yO— A, 

对 于 定 吧 2 ， 要 注意 以 下 几 点 : 

《 1) * 是 一 个 与 极限 过 程 无 关 的 任意 取 定 的 正 数 , 它 标 志 着 
铺 数 /x,yY) 与 常数 4 的 接近 程度,8 则 是 与 :相对 应 的 小 正 数 ， 
它 表 示 了 (x)) 接 近 Polwo,Y0) 的 程度 .一 般 地 ,s 越 小 ,5 也 越 小 ， 

(2) 不 等 式 0 所 6 二 V(x 一 X07 了 (CY 一 yo < 表示， 在 
以 DPolxisy) 为 图 旋 ，b5 长 为 半径 的 小 园 形 开 城 内 的 任意 一 点 
PX,Y) ,与 Polro,y0) 之 间 的 中 离 小 于 5, 同 时 大 于 零 。 即 P(x,y) 
可 这 趋 近 于 Polxoy90) ,但 已 (zy) 专 有 (zyo) 这 也 表明 ,二 元 


?4 


图 数 胡 极限 仅 研 究 P(%，Y) 趋 王 PCzo，%) 过 程 中 二 元 函数 
六 (3%, 的 变化 趋 热 ， 而 不 研究 点 Polxo, yo) 她 函数 的 状态 ， 
C3) 不 等 式 :| f(z, 一 A|<e>A— </f(x, A+s, 
由 于 5 可 以 任意 小 ， 玖 虚 Pax Y0) 邹 域内 一 团 点 PLX,Y} 对 应 
的 函数 值 与 4 就 可 以 任意 接近 ,以 至 要 多 近 就 有 多 这 。 这 样 , 常 
数 4 就 是 前 数 /(x,y) 当 Px,y) 一 一 Polxo, Yn) 时 的 极限 ， 
问 ; 当 x 沿 x 轴 趋 于 零 ， y 沿 y 轴 趋 于 零 时 ， 函数 


re x ty OD, 

0 《区 一 了 一 站) 
趋 于 奴 , 则 这 个 钞 数 的 极限 必 存 在 且 是 零 吗 ? 

答 : 当 % 0 ，y 一 人 0 时， 了 汞 数 7 (x*，y》 的 极限 不 存在 。 国 为 当 
Pltx,Yy》 沿 * 轴 、 轴 东 于 零 时 ， 有 


FX V0 。 
但 当 P(x,y) 设 直 线 少 = 和 和 赵 于 (0,0》 上 时 ， 有 有 
DYE 
Pm (%, ,7) = ima = Im pe 一 ] 本 
> (y= x) 


这 就 是 说 , 当 点 了 (x,y) 以 不 同方 式 趋 于 00,0) 时 ,人 户 数 (x%,y) 
元 于 不 同 的 首 数 。 所 以 ， 池 数 (x,y) 当 了 P(x, 一 (0,0) 时 ， 
无 极限 ， 

间 ;， 当 点 (x;y) 沿 任 总 方向 的 直线 趋 于 点 Polxo, yo) 时 ， 了 落 
数 六 (xz ,7y) 总 趋 于 常数 4， 则 函数 六 xy) 当 P (x,y) 一 Polxo， 
?yo) 时 必 有 极限 且 等 于 上 吗 ? 

答 : 不 一 定 。 从 二 元 消 数 级 限 的 定义 可 以 首 出 ， 点 了 P(x,y》 以 任 
意 方 向 的 直线 方式 趋 于 点 Po(xo, yo) 时 ， 晨 数 .7 (xy) 有 同一 


个 极限 , 仅 是 P(x,) 一 Po(xo, yo) 时 ,函数 (x,y) 有 极限 的 必要 
条 件 , 而 不 是 充分 条 件 ， 也 就 是 说 ,虽然 点 P(x,y》) 沿 任何 一 条 
通过 点 Petwo，Yn) 的 直线 档 于 点 Pokxn，yn)》 时 [Pltx，w) 于 
Pan， yo 国 数 三 3) 局 丁 一 个 确定 的 党 数 ,但 ina7 (xy2) 


?72 


仍 可 能 不 存在 ， 
例如 ， 国 数 


ys (二 0)， 
-| 和 十 了 
0 《十 9 一 0 
当 点 P(X%X, YY》 沿革 辆 、 和 4 辆 趋 于 零 时 ， 有 六 4，y) 一 0 ， 且 点 
P(x,Y》 引 直线 了 二奶 (RE0) 赵 王 《0，0) 时 ， 有 
Xi RN mn 
Bm 二 Him x 十 pw! lm 1 + Rw 
J (y= RR*) 


得 当 点 P(x, yy) 泊 卸 物 线 庆 一 < 趋 于 《0.0》 时 ， 有 


加 
Jin1 2 一 二 ,lin 5 = 上 上. 
ye 


因此 ， 当 点 Ptx,y) 以 不 同方 式 攀 于 零 时 ， 国 数 /xy) 入 
于 不 同 的 常数 ， 所 以 ， 玖 数 六 xy) 妆 瑟 (人 一 上 0.0)7 肝 ， 无 
极限 ， 

问 : 和 (了 了) 一 外 (下 ) 二 e， 则 必定 不 存在 limf x,y) 吗 ? 

了 人 


答 ; 是 的 。 外 于 对 不 同 的 有 & 估 ， limf x,y) 一 由 (向 不 同 ， 因 而 由 
p= 
极限 定 半 可 知 ， Hmj 《x,yY) 不 存在 ， 


yr 


需要 指出 的 是 ,这 个 命题 常用 于 作为 判定 极限 不 存在 的 准则 . 
比如 ,由 这 个 命题 立即 可 判定 lim- 二 3- 不 存在 。 这 是 因为 让 


po0 


(zy) 沿 少 一 i5 赵 于 (0,0) 有 时， 有 lim 二 直人 一 ]im TR 
;0 (y= Rr) 


1 一 下 
1+ 玉 “ 
问 ， 如 柯 用 定 尺 证 明 下 列 各 极限 ? 


3 


xy lim * > -0. 
{1) Ts 下 {2) 0 和 十 如 站 
yy 全 y+ 
答 :我们 可 以 仿照 证 明 一 元 函数 被 限 的 方 靶 证 明 二 元 国 数 的 极限 . 
证 明 ，《1)》 对 任意 的 s 盖 0， 答 使 


| wy》 一 过 | <<s 成 立 ， 


XY _ _ 
妈 Vt 0 < 成 人 
亦 即 -于 <。 成 立 
十 六 
1 十 42) 


Ixy| 2” 
有 VE 


= SV 十 多 >， 


令 ”VWT<e， 于 是 VT <2e. 


到 5 二 2: ， 出 当 0 <w xi 二 只 < 一 2 及， 有 


党 re 


lim = 10. 
rf 十 入 
yD 


《2 ) 对 任意 的 :> 0， 和 侵 使 
| yy) Al<s 成 立 ， 


加 
2arl 、 
亦 即 a <e 成 立 
由 于 1x2y| 3| 124Y| ix i Vt 
各 十 和 D miy 2 2 9 


er . 
令 Yt 于 是 VW 于 <2 


取 3 二 2e ， 则 浊 0 之 Vv x? 二 y < 之 8 二 2# 肝 ， 


z 
有 FT 0|<< 成 立 ， 
。 ， 3 加 
Hm pr 0 。 
多 
问 : 如 何 求 下 草 极 限 ? 
(1 ) Jim xy > ) Bm .sin(xy) 
, xy 二 1 一 1 ‘2) > xy 十 了 | 
y= > 让 


。 上 一 CDOS(2Xz 十 92) 。 一 北 和 
(3) Hm ey } (4) Hm 。 
-和 ?一 小 
答 ， 我 们 可 以 仿照 一 元 函数 极限 的 计算 方法 ， 并 利用 一 元 销 数 极 
限 的 一 些 结论 求 二 元 函数 的 极限 。 


, ， Vxy+1+1) 
x>0w%y 二 IT 一 1 0 (vxyt+1l —1)(v xy+l1 +1) 
0 yD 


= lim WY (VY 十 1 车 1》 
0 区 
8 

=lim {Vxy+l1+1) 


这 从 


(2 ) Jim sin(wxy) im "Sin(wy) 
otyt1) x y+1) 
yy Fo 


下 -人 XY +1 
y>0 

im SD 。Tim 了 
y>0 yD 
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ina_ ty 
， ogin < ty 
(3 ) limdl 一 cost 和 十 多》 im 2 


二 gD CX +t yy 


yy yO 
. X2 十 4 
Sin2 
2 { 3 2 
一 ]im - 二 ) 
之 2 (+2) wiy? J 
J 了 
。 x 十 FP 
Sin 2 2 
一 ]tn -一 。 2 四 区 
下 站 2 部 十 y WY 
J 2 
FE 四 
gain 二 2 
一 -=-*]lim 


三 、 二 元 函数 的 连续 性 


问 ， 如 和 何 理解 二 元 孙 数 的 连续 性 ? 
答 : 与 一 元 峭 数 连续 性 的 三 个 等 价 定义 相 类 似 ， 二 元 溯 数 连续 性 
也 有 三 个 等 价 的 定义 。 即 
定义 1， 峭 数 z 二 (x，y) 在 点 P，。(xo，yo) 的 某 个 名 域内 

有 定义 (在 点 PP: 处 也 有 定 多 ) ,车 lm 了 (9 一 了 an 3?o， 则 称 

yo 

冰 数 2 = {Xx, 7 在 点 Poul%o， Vo 处 怀 连 续 的 。 
定义 2， 凌 数 2 = 二 了 (x%，y) 在 点 Poltxn，20) 的 某 小 邻 城内 有 
定义 《在 名 Po 处 也 有 定义 ) ， 尖 对 任意 s 字 0， 总 存在 #>0， 当 
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Pp 二 VY 一 各 2 二 (一 6) < 总 有 不 等 式 
[7 x, y) — fo, yo) |<<e 
成 立 ， 则 称 阔 数 z = 二 x，y)》 在 点 Po(xo，?o)y 处 连续 。 

定 多 3， 国 数 z = (xz，39)》 在 点 Po(%o，Y6o) 的 某 个 邻 域内 
有 定 关 《在 点 Po 全 也 有 定 关 ), 当 自 变 最 x 在 点 各 处 到 得 增 量 Ax， 
因 变 量 了 在 点 yo 处 取得 增 妨 Ay 时， 前 数 z 有 对 应 的 金 增 量 

Az= fxn MX YatAV) 一 站 Xp， yo) 
[点 Ptxo 二 Ak， Yo 二 Ay) 也 在 点 Pe 的 邻 域 只 3， 洁 
limAz= limt Ff (wot Ax, Yo Ay) Oe fxo yo)i=0, 

证 二 下 点 站 

上 -个 二 Yr 人 
则 称 羡 数 z 二 (xX，y) 在 点 Botxzo，4o》 外 连续。 

从 上述 二 元 函数 连续 性 的 三 个 每 价 定义 可 以 看 出 ， 二 元 函数 
在 点 Pol%o，Yo) 处 的 连 线性， 要 求 以 下 三 个 条 件 同 时 成 立 ， 即 

《1》 国 数 z 一 rz，71) 在 点 Polxr，Ye) 的 基 个 邻 咸 内 有 
定义 ， 且 在 点 Pot%0o，Y0) 处 也 有 定义 ， 
(2) 国 数 在 点 Polxo，%o) 有 极限 。 
(3) 殴 数 在 点 Polxo，30) 处 的 极限 值 等 干 读 点 尔 数 值 , 即 
Tim (x.y) = (0, Yo) 。 
2 

所 以 ， 二 元 国 数 连 续 性 研究 函数 (x，3) 在 点 Po(xs，yo) 
的 整个 邻 域内 的 变化 情况 ,也 就 是 说 , 国 数 f(x,y) 在 点 Polxo， 
3? 中 处 连续 ， 则 函数 在 访 点 处 的 函数 值 户 (xo，30) 与 其 郎 近 各 
版 Pt%，Y)》 的 函数 信 相 差 很 小 ， 以 至 于 要 多 小 有 多 小 ， 

如 采 国 数 z = 二/(x，y) 在 区 域 吕 内 的 每 一 点 处 都 连续 ， 则 也 
数 在 这 个 区 域 忆 内 是 连续 的 .这 时 图 形 是 一 个 无 孔隙 , 光 型 颖 的 
编 密 临 面 . 例 如 , 随 数 z 一 1 一 %2 一 22 在 区 域 刀 :和 上 92 区 1 上 
连续 ,这 个 函数 的 图 形 是 一 个 无 颖 孙 的 上 半球 而 (如 图 2 一 17). 

问 : 如 何 应 用 二 元 函数 连续 的 分析 定义 证 明 下 列 隧 数 在 点 O0,0) 
处 的 连续 性 ? 


77 


,Cy 3 2 
(1 re yy (xT yD ， 


0 (x= y= 二 们 。 
XA 十 y 2 2 

(2) F(x,y)= x ys Cx 十 了 7， 
0 (x= y= 人 DD 。 


答 ， 类 似 证 明 二 元 国 数 航 限 的 方法 ， 证 明 二 元 函数 的 连续 性 。 
证 明 ，《〈17》 对 任意 的 e>>0， 答 使 让 等 式 
fw 一 Nosyo) | 之 成 立 ， 


如 3 一 | 
训 和 0 之: 成 了 并， 
< 了 
诅 于 i %y 2 = |xy|， 后 [XY 


令 和 好 + 和 <， 于 是 V 和 大 + 和 <we ， 
取 6=MVe ， 则 当 。 一 Y 开 + 拓 << 一 ee 时 ， 有 


色 2 一 对 


和 十 入 < 


3 


恒 成 立 。 
羡 数 /xy) 在 点 人 (0，0) 处 连续 。 
78 


(2) 对 任意 的 之 0， 和 窝 使 不 等 式 
i 一 了 XosY0) | 之 # 成 立 


3 入 
邯 和 一 01<。 成 立 ， 
_ 区 3 3 | 3 3 
由 于 xX 十 EE Ea 
3 1 
< 
= 和 2 十 4 十 32 十 4 
了 2 
A A 
[|+1y| 


S22VHtY ， 


邻 2 和 VTCs， 于 是 V+ 六 < 地 


下 4 一， 则 当 e 一 V 党 十 多 < 女 一 本 时， 有 


4 3 
区 十 _0 


十 yy < 


恒 成 立 。 
函数 .六 sx，9) 在 点 DO(0，0) 处 连续 ， 
间 :， 如 果 一 元 函数 F (x，3o) 和 (xo，y} 分 别 在 点 Xo 和 yo 处 连续 ， 
那么 二 元 函数 六 xz，J) 在 点 (xXxo，yo) 处 一 定 连续 吗 ? 
答 : 不 一 定 ， 
根据 二 元 法 数 连 续 的 定 闵 ， 当 共 一 Yo 3 一 yo 时， 消 数 (x%， y) 
的 级 限 存在 ， 并 且 等 于 它 在 点 《xzo，?yo7 处 的 菌 数值 ， 即 
lim ff (%, 9》 一 了 (Zoo yo 
yy 
那么 二 元 陋 数 .六 xz，3)》 在 点 (xo，9) 处 连续 。 这 时 ， 就 有 
lm (%, 90) = f (xo, Vo}, 


?9 


lim f (xoy 人 = f(b,, Yo。 


Fyn 
即 一 元 隧 数 x，y0o) 和 六 (xo，Y) 分 别 在 各 和 jr 处 连续 、 
友之， 和 如果 关 x，Y6o》 和 六 Gxo，Y》 分 别 在 加 和 0 处 连续 ， 那 
么 二 元 销 数 六 %，Y) 在 点 (%o，30) 处 不 一 定 连 续 ， 例 如 ， 函 数 
f (x,y) = 二 (+ ), 
0 《和 一 由 二 0。 
由 于 f/x，0) 恒 等 于 过 ， 因 几 它 在 上 = 一 0 处 连续 同 祥 ， 
了 (0，w) 在 4 一 0 处 连续 ， 但 当 点 忆 (*，4] 灌 直 线 少 二 及 趋 
过 于 点 〈0，0) 时， 有 
Rw 
2 ;DD = lm 和 全 厅 让 = Tr 。 
二 点 荆 3 人 
因此 ， 当 0 ，y 0 时 ， 陋 数 /x， 儿 的 极限 不 存在 ， 
所 加， 请 数 良 x， 在 点 《0，07 处 不 连续 。 
问 ， 什 么 是 二 元 函数 的 间断 点 ? 二 元 艺 数 间断 点 的 特点 是 什么 ? 
答 : 二 元 函数 x = f(x，y) 的 不 连续 点 称 为 间断 点 。 二 元 阔 数 
的 间断 点 可 能 是 平面 上 的 一 个 点 ， 儿 个 点 ， 一 条 曲线 或 几 条 曲 
线 . 例如 ， 销 数 


HY 2 2 
fo {mip ty EO) 
0 {= 二 0) 
的 间断 点 为 一 个 戌 ， 邑 虑 O00，0) 。 
可 
酌 数 72 一 站 庆 三 站 + 了 4 的 间断 点 为 两 条 曲线 : 


一 x 和 = 一 * 


问 ， 函 数 F(x,y) 一 2 在 点 PP,(0,1) 处 连续 吗 ? 为 什么 ? 
答 ， 连续 。 因 为 明 数 /x%，y) 在 点 Po(0，1) 处 的 极限 值 等 于 读 


#0 


点 的 戎 数值 ， 即 
Xr 


y->0 

问 ， 多 元 连续 函数 有 哪些 基本 性 质 ? 

答 ， 与 用 区 间 上 一 元 连续 前 数 的 性质 祖 类 似 ， 在 有 界 闲 区 域 上 多 
元 连续 国 数 也 有 下 列 基 本 人 性 质 : 

1 。 最 大 值 与 最 小 值 定理 ， 

在 有 界 用 区域 刀 上 的 多 元 连续 靖 数 ， 在 该 区 域 上 至 消 取得 它 
的 最 大 值 与 最 小 值 各 一 次 . 

2 。 介 值 定 型: 

在 有 界 闲 区 域 忆 上 的 多 元 连续 国 数 ， 如 果 取 得 两 个 不 同 的 国 
数 丛 ， 则 汤 在 读 区 域 上 取得 介 于 这 两 个 数值 之 间 的 任何 值 至 少 
一 次 。 

3 。 四 则 运算 定理 ， 

多 元 连续 甸 效 的 和 、 差 、 积 、 商 〈 在 分 母 不 为 零 处 ) 奶 为 连 
续 函 数 ， 

4。 多 元 复合 国 数 的 连续 性 定理 : 

多 元 连续 唱 数 的 复合 函数 仍 为 连续 诸 数 。 

问 ， 如 何 证 明 ， 函数 f(x，y}=In(x 十 y 一 1) 在 定义 域 已 : 
x 十 一 1>>0 内 连续 ? 

葵 : 我 们 可 以 运用 一 元 函数 的 连续 性 及 多元 连续 销 数 的 四 则 运算 
与 复合 辫 数 的 连续 性 定理 ， 来 证 明 上 述 二 元 函数 在 其 定义 域 DD 
内 的 连续 性 。 

证 明 : 设 妈 =x 十 y 一 1， 则 有 

FD)=lng, 于 一 4 十 4 一 1 
因为 一 元 销 数 (ww) 一 Ima 雪 # 人 > 0 肝 述 续 ， 

总 ， 二 元 阔 数 纪 二 x 二 一 1 在 区 域 轧 :x* 革 yy 一 1 六 0 内 也 连 
续 ， 所 以 ， 根 据 多 元 复合 国 数 的 连续 性 定理 , 复合 函数 (x, ) 


=%+ yl lntx+y 一 1) 在 定 涉 域 DD 内 连续 ， 
问 ， 计 么 是 多 元 初等 函数 ? 如 何 确 定 杀 元 初等 函数 的 连续 区 域 ? 


8 了 


= ln 


签 : 与 一 元 初等 隙 数 相关 似 ， 多 元 初等 函数 也 是 由 一 个 解析 式 表 
示 的 函数 ， 这 个 解析 式 是 由 含 多 个 自 变量 (如 和 ， 了 每) 的 基本 
初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 复合 砂 圣 所 构成 的 。 例 如 ， 


2 2 
/69 于 入 4 fry) =sinv 1—%— yy 


等 都 是 多 元 初等 男 数 ， 

根据 多 元 连续 函数 的 基本 人 性质， 可 以 证 明 ; 一 切 多 元 初等 向 
数 在 其 定 必 域内 都 是 连续 的 。、 所 以 ， 多 元 初等 函数 的 连续 区 域 
就 是 多 元 初等 函数 的 定 闵 域 ， 

例如 ， 苹 数 .六 (xz 加 一 arc sinx 十 arc siny 的 连续 区 域 求解 如 
下 : 

由 于 二 元 初等 遂 数 的 
定 艾 域 就 是 读 函 数 的 连 
续 区 域 ， 所 以 ， 霄 数 
/x,y) ~—are sing 

tarc siny 
的 连续 区 域 呈 为: 
一 1] 志和]， 
(se 上 ， 
图 218 如 图 2 一 18 所 示 。 

又 如 ， 阔 数 12 人 = -一 一 一 的 连续 区 域 为 不 包含 坐标 原 

点 的 整个 平面 。 


癌 : 如何 利用 委 元 初等 水 数 的 连续 性 ， 求 下 列 报 限 ? 
CI) lm(arcsinx +arcsiny) 1} (C2) limin(l+x— y), 
和 一 


Xl 


二 2 


yr —1 pe 
答 :， 次 先 求 出 函数 的 连续 区 域 石 ， 如 打点 Pofxo，%) 生 万， 则 根 
据 多 元 初等 函数 连续 性 ， 得 
limf (x, 7) = fxr, Yn) 。 
yy 
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解 ，(1> f(x,y) 二 arcsinx 十 arcsiny 的 连续 狂 区 城 思 


人 二， 


EPtl, 1)ED, 
lim(arcsinx + arcsiny) =arcsinl +arcsin(—1) 


1 
y -1 


(2) f(x 7) 一 (1+x 一 的 连续 区 域 品 为 ， 
i+xw— yb0, 
和 Po 一 1],， 一 2)ED, 
lim ln(tl+x— yy)=]laC1l+(—1)~—{—e)j=1. 


x 一 1 
yr- 


由、 个 导 数 
问 ， 函数 z 二 f(x, 2) 在 点 (xzo，yo) 处 对 x 和 对 y 的 偏 导数 是 怎样 
定妆 的 ? 
答 : 图 数 z 一 了 2， 在 点 (Yo yo 处 对 *% 的 侦 导 数 的 定 交 是: 
设 函 数 z= fx, 切 在 点 (to yo) 的 某 一 邻 域 内 有 定义 ， 尖 》 


国定 在 yo， 王 X 在 xzo 处 有 增 量 Ax 村 ， 相 应 地 基数 有 增 是 
fxot AX, Yo) 一 f(xo, yo0), 


如 寻 极 限 
。 (Wo 十 态 和 %，Y0) 一 7 (wuyo) 
Pe A 出 


存在 ， 则 称 光 极限 为 了 国 数 := 一 /2， 攻 在 点 (zo， yo 处 对 x% 的 偏 导 
数 ， 记 作 
fo yo) 


X= 
HYor 


T= 
及 三 了 9 全 


#3 


或 z 三 二 如 No， Yo) 


P= 
“8s” 读 作 “ 仿 27， “ax " 读 作 “ 侦 %2? 等 。 
类 似 地 ， 国 数 z= (x, 急 在 点 (%o， ?yo) 处 对 ?的 仿 导 数 定 
义 为 下 列 极限 


lim F(xo, Yt AY fe yo) 国 
态 y 
记 作 
Bg BF 『 # 
一 By I y Nos Yo) 时 
6y = Xx0 0y X= = 0 
PH 二 jo Y= P=]os 
或 Ey 二 x0 


= Joy fylNo, yo). 

在 上 面 定义 的 号 式 中 ,关于 4 增 基 Ax 的 国 数 增 量 是 ， (xn 十 
A 一 了 CY0) ;在 名 式 中 ,次 本 3》 增 是 Ay 的 函数 增 量 是 : 
J 了 《xo yo 十 Ay) 一 了 xo Yo), 我 们 称 这 两 个 增 量 为 国 数 z= 了 (*， 
关于 * 和 在 点 (xo, 3o) 处 的 偏 增 量 ， 


《和 十 各 加， Vo) — fF Cn, Yo) j 《和 op 十 各 和 一 / 《和 0， Yo) 
比值 A 与 Ay 


分 别 是 区 间 Exoyxo 二 As 与 [yo 加 十 和 7 上 国 数 z 对 * 和 7 的 平 
沸 变 化 率 . 当 Ax 一 0 或 A4 一 0 时 ,这 郑 个 平均 变化 率 前 极限 就 是 z 
对 * 或 ?的 变化 率 了 。， 所 以 ,二 元 国 数 z= (x, y) 关 于 x 和 7 的 偏 
导数 反应 了 二 元 明 数 在 点 Pol%o， J》 中 处 分 别 对 x 和 的 变化 率 ， 
即 函 数 沿 平行 王 # 轴 或 平行 于 ?y 轴 两 个 特殊 方向 的 变化 率 。 

需要 注意 的 是 : 
偏 导数 的 符号 -2 上 -和 应 看 成 一 个 整个 的 记号 ， 不 能 将 它 
们 看 成 89z 与 8x 或 98y 的 商 。 

问 ， 如 和 何 计算 二 元 函数 z= 上 x，y) 的 偏 导数 ? 

答 : 从 二 元 函数 偏 导数 的 定 史 可 以 看 笛 ， 计 算 二 元 国 数 偏 导数 不 
需 权 什么 新 的 方法 , 促 需 分 别 固 定 一 个 捐 变 董 (即将 该 自 变 量 在 
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求 导 过 程 中 视 为 常数 ), 然 后 应 用 一 元 国 数 的 求 导 法 ， 求 函数 区 
于 田 一 个 自 变量 的 导数 即 可 ， 

例如 ， 求 下 询 各 函数 在 指定 点 的 偏 导 数 ， 
TY 
和 十 4 
0 (w= y= 二 0 


(C1) flx, y) 一 


(二 J 半 中 在 反 040,0) 处 ， 


(2) 2=sin(xy) 一 cos: (xv) 宪 点 Po ( 0 ， 全) 处 ; 


-+ 二 ) 
(3) 3 一 xx 7y 在 点 局 ( 一 1,1) 处 。 
解 : (1) 根据 偏 导 数 定义 ， 有 


fA0,0)= lim OTA 0 一 六 000) 
航 3 站 


POD = lim AD LOD. 
起 yj 人 AY 


{2) Bx = ycos(xry) — 2ycos (xy) » Sin(wy)) 


让 月 


ta 时 一 


工 二 自 机 
?= 在 7 
Fj 


35 


Gy = < 
= 
y= 2 
三 0. 
-fL+ 工 
® (1D)] 
w= 一 1 2 | -1 
?= 1 y=1 
1 1 
1 
x? 
* 三 一 1 
r=1 
一 ]。 
i ，1 
Bz 1 
下 2 
> = 一] 2 了 = 一 1 
y=1 y= 


一 工 。 
问 : 什么 是 二 元 函数 z 一 关 (x， 7) 的 偏 导 函数 ? 
答 ， 如 果 函 数 ? 王 (sx， 八 在 区 域 卫 内 每 一 点 《2 y) 处 对 % 的 仿 导 
数 都 存在 ， 那 么 这 个 偏 导 数 就 是 x,、 yy 的 函数 ， 它 就 称 为 函数 
| z 三 了 f(x, 》) 对 自 变 量 * 的 偏 导 函数 ， 记 作 


Be af 
dx’ Bx , Y 或 三 (4， 中) 。 


类 似 地 ， 可 以 定义 函数 4 二 (x, 外 对 自 变 别 y 的 念 导 函数 ， 
记 作 
| 9 ; Gf ， My 或 三 (3) 。 
与 一 元 国 数 导 数 相 同 ， 二 元 国 数 *= (x, 的 两 个 偏 导 孙 数 
与 在 扎 Bo0Yo，3oy 处 的 两 个 惧 导 数 有 如 下 其 系 ， 
| fry y) [yo = fstn, Yn), 


y= YI 
y= yo 


a6 


所 以 ， 在 求 二 元 函数 在 点 Putxs， yo) 处 的 偏 导数 时 ， 一 般 上 党 
求 国 数 z= fx，y) 的 两 个 备 导 二 数 ， 然 后 将 Potxo, yoy 代入 这 
两 个 偏 导 函数 ， 即 可 求 得 . 

例如 ， 求 渭 数 z= 在 点 Po(2,1) 寻 移 仿 导数 ， 


0 一 sl 2 一 
解 rk A By Xnx, 
Oz _ yl _ 
Bx 了 1 ， 
如 三 立 和 
|y= : y5 1 
人 一 %y]lng% 一 2.1n2. 
2 下 一 史 二 加 
y=I yy 二 二 


就 象 一 元 国 数 的 导 图 数 那样 ， 以 后 在 下 至 于 混 谱 的 地 方 也 把 
偏 导 函数 简称 为 偏 导数 ， 

间 ， 如 和 何 理解 二 元 函数 仿 导 数 的 几何 意义 ? 

答 : 我 们 先 研 究 二 元 国 数 z= 大 0x， 7) 在 点 Polxo，Y0) 关 于 x 的 偏 导 
数 的 几何 意义 ,从 体 导 数 定义 知道 ,在 二 元 函数 z= (x, y) 中 国 
定 自 变量 y 王 3 时 ， 另 一 个 自 变 量 %x 仅 在 直线 ?一 yo 上 变化 ， 这 
时 ， 过 空间 直角 坐标 系 soy 级 标 面 上 的 直线 yy 一 yo ， 做 垂直 于 
Y07 坐标 面 的 平面 二 yo; 则 得 到 该 平面 与 函数 x 二 f(x, y} 曲 面 
上 的 一 条 相交 曲线 z 二 (x, Y0) , 矢 照 一 元 前 数 导数 的 几何 意义 
可 知 , 二 元 胃 数 ?二 了 A(x, 和) 在 点 Polxo, yo 处 关于 * 的 偏 导 数 ,就 
是 空间 曲线 ?二 (x, yo 在 点 Po(zo， Yo) 外 切线 关于 %* 轴 正 向 夹 
角 的 正切 值 ， 即 空间 曲线 过 空间 点 匀 o (wo， dos so) 的 切线 M0T% 
对 Y 辅 的 任 率 《如 图 2 一 19) 。 

间 理 , 二 元 函数 := f(x, y) 在 点 Po(x0, Yo) 处 基于 y 的 偏 导 数 
的 几何 意义 为 :过 xoy 坐 标 面 上 直线 *== 2 作 与 坐标 面 重 直 的 平 
面 ， 读 平 曾 与 国 数 *= (x, y) 的 曲面 相交 的 曲线 z= f (xo, YY)， 
痢 数 z 二 (x, 在 点 Polz4, yo) 处 关于 y 的 偏 导 数 ， 就 是 空间 
曲线 2 二 (xo, 9) 在 点 Polxo,， yo} 处 切线 关于 y 畏 正 方向 夹 角 的 
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一 一 一 一 一 忆 


加 
一 


上 


图 2 一 19 


正切 植 。 妈 空间 曲线 过 空间 点 加 oxo，yo 20) 的 切线 MoTYy 对 


轴 的 页 率 〈 如 图 3 一 20) 。 


一 20 


图 2 


， 在 点 租 ,(2,4,5) 处 的 切线 与 x 轴 正 向 所 


立 


XxX 十 
到 三 
4 


问 ， 曲 线 


上 一 4 
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成 的 倾角 是 条 少 ? 
答 ， 设 曲线 过 点 Was(2,4,5) 的 团 线 与 Y 介 正 向 的 倾角 为 <*， 则 
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问 : 在 一 元 阔 数 y 二 f (x) 中 ， 车 漳 数 在 点 x=xo 处 可 导 ， 则 函数 
F(x) 在 该 点 必 和 连续 .在 二 元 函数 z 一 f (x, y) 中 , 若 函 数 在 点 已。 
(xo，y0) 处 的 两 个 仿 导 数 让 在 ， 则 二 元 函数 在 该 点 必 连 续 吗 ? 
为 什么 ? 

和 葡 ; 不 一 定 。 

因为 二 元 国 数 z= Fw， vy) 在 点 PCxo yo 的 两 个 偏 导数 存 
在 ， 只 能 在 平行 于 % 轴 与 平行 于 $ 轴 这 两 个 特殊 方向 上 ， 保 证 
销 数 (x%*， YY) 和 连 线 ， 而 二 元 函数 六 y， VY) 在 点 Potxo， Yn) 处 的 
连续 性 ， 则 要 求 动 点 Plx, 以 任何 方式 趋 于 Polxo，3e) 时 , 极 
限 总 存在 ， 目 极限 值 等 于 该 点 的 函数 值 ， 这 是 二 元 隧 数 偏 导 数 
存在 保证 不 了 的 ， 


例 站 ， 函 数 f(x, ») = y+， 


2 
0 (X= Y=0) 

在 点 (0,0) 处 的 两 个 妃 导 数 存 在 且 均 为 6， 但 这 个 函数 在 读 点 
不 连续 。 

反之 ， 二 元 函数 x 二 (x, 和) 在 点 Po yo 处 的 连续 性 ， 也 
保证 不 了 国 数 在 该 点 两 个 傈 导数 的 存在 。 例 如 ， 国 煞 
fr, 2 一 1 二 3 
在 点 40,0) 处 连续 ， 但 函数 在 该 点 的 两 个 依 牙 数 都 不 存在 ， 

综 上 所 述 ， 二 元 函数 般 导 数 前 存在 与 其 这 续 性 没有 必然 的 联 
系 ， 只 有 二 元 函数 的 髓 导数 存在 是 过 续 I 时 ， 才 能 保证 裔 数 的 连 
续 性 ， 
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问 ， 三 元 函数 zz=F(x,， y, z) 有 几 个 信 导 数 ， 如 和 何 求 三 元 通 数 的 
偏 导 数 ? 
和 蔡 ， 三 元 函数 4%= .74，y， 中 有 三 个 偏 导数 ， 它 们 分 别 是 : 
07 Bf Bf 


ax ” By Bz “” 
在 求 -六 时， 将 ?和 z 视 为 常数 ,应 用 一 元 函数 求 导 法 则 , 仅 对 x 
了 
同 再， 在 求 .3 时 ， 和 将 zx 和:z 视 为 常数 ， 仅 对 ? 求 导 ， 
在 求 -55 时， 将 * 和 2 视 为 常数 ， 仅 对 z 求 导 ， 


例如 ， 求 函数 4zsln(l +x#%+ 名 二 2) 的 偏 导 数 。 


和 解 ，-8a%_-- 《1 十 x 十 十 客 )/ 1 
Ox 1 寺 % 十 人 十 谨 I+% 二 yy 守 “ 
Dw (txTy te) 2 
By 1+%+ 人 二 用 I 十 十 和 十 多 
Bu -- (1+Y+] 二 Te- 3 
Bz 1 十 % 十 钴 十 如 1 十 十 信守 2 “ 
五 .全 微分 


回 ， 什 么 是 二 元 函数 的 全 增 量 ? 怎样 理解 ? 

答 ， 设 函数 := 7x, 让) 在 虚 P(x,y) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 并 设 
P(x 十 Ax, y+Ay) 为 这 邻 域内 的 任意 一 点 ， 则 称 这 两 点 国 数 
值 之 差 ， f(x 十 Ax; +AY) 一 了 (x, 9) 为 函数 Fw y) 在 点 
P(x%, 儿 处 对 于 自 变量 x, y 的 增 量 是 Ax,Ay 的 金 增 量 ， 记 为 

Az= (XT+AX, Yi+AY)— (X,Yy), 
斋 要 注意 的 是 ， 
《1) 销 数 (x, y) 的 全 增 量 要 求 琴 个 白 变 量 x 与 )》 辐 时 取得 
90 


增 量 Ax 与 Ay。 如 果 两 个 自 变量 仪 有 一 个 取得 增 量 ， 而 另 一 个 
不 变化 ， 则 得 到 的 增 时 是 偏 增 量 而 不 是 全 增 景 . 

(2) 二 元 请 数 /(x, 轨 的 两 个 站 变量 %, 少 所 取 的 增 量 Ax 与 
Ay 是 相互 独立 的 ， 任 意 的 ， 因 此， 点 户 (%*+A%, 十 不 7》 应 
是 P(X, 2y)} 邻 域 内 的 任意 一 点 ， 

《3 ) 一 般 来 说 ,二 元 国 数 的 全 增 芋 是 关于 Ax、Ay 的 比较 复 
杂 的 菌 数 。 例 如 ， 凋 数 z= 人士 3) 在 平面 上 任意 一 点 已 (2 y) 
的 全 增 景 为 
Az = (Xt AX, V+tAY)— f(x, Y) 

二 [CC% 二 AX) 二 (y+AY)I— (%+ y)? 
= (WH AN) TORT AX yAY) Ft Cy+AY)— (ty 
二 十 2X: XT CAXI + 2CXY TT Ye AY+ HAY + AX:AY) 
t yo A CAV) — XN 2Xy— Yy? 
一 2 和 A AX) 十 2YVAN+t HA Yt+2AXAYV 2yAY 
十 《由 和 12， 

因此 ， 与 一 元 函数 相 类 似 ， 我 们 也 希望 找到 一 个 比较 简单 的 
基于 A%、Ay 的 线性 函数 去 近似 地 表 承 国 数 六 2 y》 的 全 增 量 ， 
这 就 是 二 元 函数 的 爹 微分 ， 

问 : 什么 是 二 元 函数 F(x，y) 的 全 微分 ? 

答 ， 二 元 苹 数 (x, 》) 在 点 了 (xy 7) 的 某 个 邻 域 内 有 定 光 ， 点 
P(x+ Ax, y+AAy) 为 该 邻 域内 任意 一 点 ， 如 杂 函 数 在 点 已 (x， 
y) 的 全 增 昌 Axz= 放 Y 上 A3 y+Ay) 一 fw y)} 可 以 表示 为 

As— AAx+ BAY+otp) 
其 中 4、 瑟 不 依赖 十 Ax、Ay， 而 仪 与 Y、 有关，Pp = 
w (AM TAO , 则 称 z 二 了 (%, 在 点 (2 3) 可 微分 ，4Ax 
+ 如 Ay 称 为 函数 := .六 xx 人 在 点 (2 y) 的 爹 微分， 记 作 dz， 即 
dz= AA%+ BAY. 
如 村 靖 数 六 ty 在 点 人 7) 处 可 微分 ， 那 乏 孙 数 z 二 了 (%,y) 


Hh 


在 点 (% 2 处 的 偏 导数 -5c 、-2 必 存 在 ， 并 且 


9 了 


从 而 国 数 z= f(x, 3) 在 虚 (%, 的 全 微分 为 


fs 二 一 十 一 一 。 


习 悍 上， 我 们 将 自 变 量 的 增 量 Ax、Ay 分 别 记 作 4x、4y， 并 
分 别称 为 自 变量 x,y 的 微分 ， 这样， 函数 z= 了 (%, y) 的 全 微分 
就 可 以 写 为 


Og 站 学 
d=— d+ Ady, 
Bx 党 十 8y 入 


我 们 把 -如 -44 与 了 4y 分 别称 为 二 元 函数 /(%，) 关 于 4 与 7 


的 偏 微 分 ， 因 此 ， 二 元 函数 的 爹 微 分 为 二 元 函数 两 个 偏向 分 之 
和 和。 

问 : 一 元 函数 在 某 点 的 导数 存在 是 撤 分 存在 的 充分 必要 条 件 ， 那 
在 二 元 函数 是 否 也 是 这 样 ? 


答 ; 不 是 ， 仅 有 二 元 函数 /《%, 7) 的 两 个 偏 导数 本 =、 在 
在 ， 并 不 能 保证 半数 的 可 微 性 。 也 就 是 党 ， 二 元 函数 偏 导数 的 
存在 各 是 函数 可 微 的 必要 条 件 而 不 是 充分 条 件 。 例 如 ， 国 数 

x 

二 

0 《一 少 一 0) 

在 点 (0 0) 存 在 偏 导 数 ， 且 

FAD, 0) = 0, yd, 0 一 0。 
得 函数 在 读 点 不 可 微 。 


事实 上 ，Az 一 dz 一 


(x+ yO0) 


{XY, 4 二 


AXrAy 
VAX): + (AY): 


P = 二 VCAX): 二 (Ay)? 旷 阶 的 无 穷 小 ， 当 动 点 P(Ax, Ay》 沿 
直线 二 * 档 于 避 ; 人 00) 肝 ， 有 
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并 不 是 较 


RAY 和 和 由 多 
AZ 一 4 VV (AX) TF AV)? WwW (AN TT (AY): 
4 (AR) HT CAPT 
Ax:Ay (AX)? 


(AXITT (AY CAX):+ (AX): 


1 

和 

部 它 不 能 随 2 一 0 而 赵 挝 于 0 ， 这 就 表明 当 2-0 时 ， As 一 fg 
并 不 是 一 个 比 P 较 高 院 的 泡 穷 小 ， 因 此 ， 函 数 在 点 0,0) 处 的 爹 
微分 不 存在 ， 即 冰 数 在 点 人 0, 电 处 是 不 可 微分 的 。 


问 ， 函 数 = 一 A(x,，?) 在 点 忆 (x, y) 的 两 个 偏 导数 -< 二 、-2z 连 


DJ 
续 ， 与 该 点 函数 可 微 性 的 关系 如 何 ? 

答 ， 鳃 数 请 xy) 在 点 P(X, y) 的 侦 导 数 连 续 ， 函 数 必 可 微分 ， 
这 基 二 元 了 尔 数 可 微分 的 充分 条 件 ， 己 它 不 是 必要 条 件 ， 即 由 冰 
数 六 xi 在 一 点 的 可 微 性 ， 得 不 到 函数 偏 导数 的 连续 性 。 

格 即 ， 消 数 


= 
= 


fx WN) =) ty) si 2 (+ 0)， 
0 (二 二 0) 
在 点 (0,0) 处 ， 显 然 有 
f(A0,0)=0, 且 f',(0,0)=0, 
Lim AY 一 2 = Lim HD 0 CAD) fo YY 


地 全 呈 - 和 用 a Te 十 YY? 
yy yn 


= lim 《和 十 和》 SID ri 2 


+- _ ,二 Ey 
3》 Nt ye ty 

= Jim 2 2 #510” 
0 # 了 十 各 
?> 

盖 。 
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所 以 ， 国 数 7x, 在 点 (0,0)? 处 可 微 . 

但 国 数 廊 x， 7 的 偏 导 数 在 点 (0;0} 处 不 连续 ， 这 是 因为 
lim f(x, y) 与 lim f',(x, y) 不 存在， 
Es "人 0 


yp yy 
- 1 I 
"x = 2x* sn 十 【和 十 94207008 一 一 
frx, Y)=2%*si per (2 +) Os rt 
1 : 
"(at 
一 2xssin — 2 L 


站 3 GC 
HT ity yy 


XX 2%SiT 00, 用 一 个 ) ， 


但 lim 束 cos 有 一 不 存在 ， 这 只 需 令 动 点 PCz， 力 
外 
沿 ?= 一 0 趋 于 (0,0) 就 可 看 出 ,因此 ,函数 .六 x，?) 虽 在 点 O00,0) 
可 微 ， 和 但 偏 导数 不 连续 ， 

间 ， 二 元 函数 的 偏 导数 、 可 微 性 与 连续 性 之 间 的 关系 如 何 ? 二 元 
函数 的 偏 导 数 、 偏 导数 的 连续 性 以 及 二 元 函数 的 可 微 性 、 连 续 
性 的 关系 如 何 ? 

答 ， 它 们 的 关系 可 用 图 2 一 21 表 示 . 

| 二 元 函数 

二 | 偏好 数 存 在 | 


二 元 函数 
| 篇 导数 连续 | 


苹 | 二 元 函数 


图 3- 一 21 


问 ， 如 何 理 解 二 元 函数 全 微分 的 几何 意 光 3 
答 ， 我 们 知道 ， 一 元 函数 在 一 点 的 微分 是 函数 曲线 在 该 点 处 切线 
维 举 标的 增 有 时， 二 元 函数 良 (x， yy) 在 点 Px, 3 的 爹 微 分 ， 是 请 
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数 曲 面 在 读 点 处 志平 面 的 立 标 的 增 量 “对 应 于 自 变量 的 增 量 是 
As%, 盛 y) , 即 图 2 一 22 中 的 线段 NZ 当 p 很 小 时 , 铺 数 的 增 量 Ni 
可 用 和 NT 近似 表示 ， 

问 ， 如何 计算 函数 的 全 微 
分 ? 

答 : 出 于 二 元 函数 f(x， 


》) 的 全 微分 人 ' 
1 | 
ds= 0 dx+ Ld 人 
2 A dx 十 Oy 了 ,| 
所 以 ， 计 算 全 微分 并 不 册 有 | 
需要 什么 新 的 方法 ， 只 De 
要 分 别 求 出 函数 的 偏 微 。 ,2W 全 -下 
2 XTAx 和 
分 然后 相 加 即 可 。 ~ 
例如 ， 冻 下 列 函 数 的 图 2 一 22 
全 微分 ， 
(1) 2 RT (2 ) g=%”, 
解 , (1) -8 -4 pz =- 和 
从 区 Co ty ay C2 ty) 
党 学 
de rt AY 
(C27 0% ue 一 小 "2 7 -一 wznw。 
= yon 


“n= (2 dx t2lnxa y+ ylnxdz) Xr, 


问 ， 如何 利 用 全 微分 进行 近似 计算 ? 
答 ， 如 时 函数 请 (x,，Y) 在 点 Pul%r， yo) 姓 可 微 ， 则 畏 数 的 全 微分 
Az 本 和 近似 表示 为 
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Az= f (Xot+ AX, Yot Ay)— fro yo) 
a= Ko Yo) MX fyixn, YO AY 
=tz, 
或 wot Ax, Vn AVYS xa Yo islNo, Yo) A 
t+ yro, Yo AY 
= f (0o, yo) + da 
因此 ， 我 们 可 以 用 金 微分 4 二 Xo yo) AX 了 (Xo Yo)AY 求 
国 数 的 全 计量 As 与 国 数 终 值 x+ Ax，Yr 二 Ay) 的 近似 值 ， 
而 县 可 以 估计 误差 

例如 ， 求 (2.02)? 寺 (1.97): 的 近 弓 值 ， 

这 是 求 二 元 尔 数 终 值 的 近似 值 ， 根 握 所 给 问题 ， 设 兰 数 > = 
了 x 9) 二 3 守土 寻 ， 则 所 求 终 值 为 ， 7 了 2.02，1.97)。 然 
后 要“ 恰当 ?地 选择 zx、Ax 和 yoAy， 所 谓 “ 怡 当 ? 就 是 所 选择 的 
Wo, Yos 应 侍卫 (xo， Yo) 、 fstXo, Ya), Fy Xo, Yo) 易于 计算 ， 
所 选择 的 Ax、AY， 应 使 其 绝对 值 尽 量 小 ， 

2.02 一 2+T0.02，1.97 一 2 十 (一 0.037， 
这 里 可 选择 z 一 2，AX=0.025 yo 一 2， 点 4 一 一 0.03。 
解 ， 设 太 or 2 一 尺 天 十 2， 
22) =8/21+ 22 =2, 
又 da= "(02,2 Ax+ fy(2, 2 AY 


-Ft | 
dea 《和 2 2 Be (w+ ye)? 


二 一 鱼 
?= 
加 4*0 .02 A4*{—0.03) 
3 《22 十 2232 3 ~v (22. 22)2 
= 一 0.00333, 


了 (2.02，1.97) 2 一 0.00333 一 1.99667。 
再 如 ， 求 “ = 六 当 x 一 2， 9 一 1，AYX 一 0.1，Ay 一 一 0.2 时 的 
全 增 基 与 全 微分 ， 并 估计 误差 
解 ， 和 Az= (+AT, ytAYy)— f(x, Y) 
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-J+AY_ 
学 十 太公 


2 


ba 


党 和 十 党 六 和 一 第 和 一 和 下 和 


(二 A 
NAO PAN 
YE AN 
朵 当 关 一 2，4% 一 1，AX% 一 0.1， 太 4 一 一 0.2 时 ， 有 
2 一 0.2) 一 0.1 0.5、 
A ro 7 2 9. 
。 个 2 分 2 
昌 一 一 一 一 一 一 
宇 Bn 六 TY 十 Ay 


ay 


=(— ) Ax 十 去 Ay， 


“， 当 Y 一 2， =1, AX=0,.1: Ay=—0.2 时 ， 有 
gz 一 一 了 


1 

一 位、 一 一心。 一 一 0.125。 

0.1+ 二 "(0.02) JQ.128 

se [IAz—dz| .i 
Em 


豆 用 #3 近 书 表示 Az 的 相对 误差 约 为 55。 
问 :， 有 一 两 端 封 前 的 圆柱 形 爹 网 桶 ,底面 半径 为 5cm, 高 为 18cm， 
著 要 将 桶 外 壁 涂 上 一 层 厚 为 0.0Icm 的 油 液 ， 问 需 油 液 务 少 ? 
分 析 :， 设 辕 柱 底面 半径 为 ?7 ， 禹 为 声 ， 则 体积 为 ; 
V=rr, 
”油漆 厚 庶 为 0,01icm， 
进 zo 二 5cm， 则 Ar = 二 0.01cm,， 
ho=18cm, 则 AR=2:0,01cm=0,.02cm, 
这 样 ， 扬 要求 的 是 略 柱 体 体积 的 增 量 ， 即 
AV =—V {rot Ar, jot AB)—V {ro, ho). 


日 m { 一 中 蜡 
解 eV 全 AY 十 Bh a 
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= nhrr Ar + 让 四 下 
= 0hAr +rAR), 
Bro=5, ho=18, Ar=0,01，A%==0.02 有 时， 
aV =n St36+ 10) :0.01 
7,23(cm), 


故 所 需 油 福 约 为 ?7.23(cm?)、. 


六 、 多 元 复合 销 数 的 微分 法 


问 ， 求 二 元 复合 函数 偏 导 数 的 法 则 是 什么 ? 
答 ， 求 二 元 复合 因数 帆 导 数 的 法 则 是 : 


如 果 钞 数 % 二 PC%，y) ,0 二 V(x y) 在 点 (%,，》) 有 连续 偏 导数 ， 
阔 数 2 = 二 (ww 由 在 对 应 于 (x, ) 的 点 (lw, 力 处 有 连续 炉 导 数 ， 
则 复合 函数 *= /CP Cx YY)，(%， 在 点 (%, y) 有 对 x 及 Y 的 连 
续 偏 导数 ， 且 


bz _ Bz | Ow 0# O00 
B% Bw% 6% fy 6xr 


67 _ dz .| Ox | 0z ,Hv 

dy Bw dy Gv 8y” 

间 ， 怎 样 记忆 二 元 复合 鸥 数 偏 导数 的 求 导 公 式 ? 

答 : 为 了 便于 记忆 二 元 复合 阔 数 偏 导 数 的 求 导 公式 ， 我 们 将 二 元 
复合 销 数 的 复合 关系 表示 成 如 下 图 式 : 


这 种 复合 关系 图 又 称 为 链 式 图 。 如 果 饥 求 -85， 则 在 链 式 图 


中 先 找 出 自 z 到 %* 的 所 有 路 线 《 称 为 链 线 ) ,路线 有 两 条 : 


一 放 一 党 瑟 2 一 J 一 % 


9 


在 每 一 条 路 线 上 相 印 变量 从 左 到 有 求 导 再 相 炳 ; 
Oz . OG Fo5 ， Du 


Bn 6x 6 br* 
然后 把 它们 相 加 ， 就 得 
站 2 0 Da 二 全 几 Ov 


Bx br Bx 和 rx" 
同样 可 求 得 


土 述 靶 则 称 为 链 式 评 则 . 

对 于 中 间 变 基 与 自 变 明 的 其 它 情形 ， 都 可 以 利用 链 式 图 ， 根 
据 链 式 靶 则 得 到 相应 的 求 导 公式 。 

例如 ， 设 ?一 er 和 sin( 坏 十)， 求 -5 ， 5 。 

解 ， 引进 中 间 变 景 #=*y，2 一 % 十 %， 则 

Se Siny, 

即 z 是 以 wx, ?为 中 间 变 昌 ， 以 *、y 为 自 变 旭 的 复合 函数 ， 先 画 
出 链 式 图 ， 


根据 链 式 法 则 ， 有 
62 bs ou | Oz ,Ov 


dx Ow dx dy dx 
=2” + nv 4 十 EeeosD。 


=ee Cysin(tt+ y) + cos(x+ 四。 


Ds _ Bs Bs Ds i 


By Ox By 的 BY 


一 exy[XSIn( 和 十 Y) + costr + y) 了。 
及 如 已 知 # 一 arc sin(x + ) + n(xy), 
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站 ds 
Bx dy 
解 ， 设 = 二 十， 二 x 入 ， 朵 


j=arc sing+ lnv, 


其 链 式 图 是 
区 
“< 
:KC 
oy 
根据 链 式 法 则 ， 有 


-一 Karcsint 十 Ing]/uts 十 [arcsina + Inv) v's 


一 [arc sing t+ nvY (w+ 47 二 [arc sing + Inv (YY 
i 
It 
加 2 +2 
V+y) XYy 


2% 


一 工 
-+ 


3 一 [arc sing+lnv)'s’y 十 [arc sing + lnv)owy 
~ < 
~ rg t+ 


2 1 
-T+ 
间 ， 对 于 中 间 变 量 或 自 变 量 不 只 是 两 个 的 情形 ， 求 二 元 复合 蔓 数 
偏 导 数 的 法 则 可 以 推广 吗 ? 
管 : 可 以 ， 例 如 ， 
设 z 二 了 (ww vt, ww) 具有 连续 人 妨 导 数 ， 而 wr 二 P(X 9 一作 (， 
》))，w 二 w(x 入 都 具有 个 导 数 ， 链 式 图 为 


i100 


Wy 
0 < 
wy 
则 复合 汞 数 z= FEe(Y，9) ， 负 (2 3 (的 3) 有 对 自 变 景 % 


的 俩 导数， 目 
3 


BY dm Pb BY 日 世 de HY 


zx _ 0 0 Bo 


By Bis HY Bw by dw Oy” 
又 如 ， 只 有 一 个 中 间 变 景 的 情形 ; 
2 一 了 (2，%，3) 而 名 一 2CY， 人 ， 链 式 图 为 


uk? 
J 
YO 

J 


则 复合 詹 数 3 二 了 CP 9)，2% 的 有 对 自 变 量 % 及 ?的 般 导 数 , 且 
Oz G2 Hw ) Ag 


Re 


和 以 及 志和 -是 不 相同 的 等 号 左边 的 -5 是 是 把 fC (x, yy)， 


人 
把 f(z %, y) 申 的 x、 看 作 不 变 而 对 x 的 偏 导数 ! 等 号 左边 的 
避 < 与 等 号 忆 边 的 记 和 也 有 类 似 的 区 划 。 为 了 不 玛 泥 河 ， 常 反 
上 而 的 求 导 公 去 写 记 

了 0 


02 _Of ,Ox , af 
BX Bes Bx Hx “ 


Og BF ，。 Os -of 


By On By By 


机 如 ， 设 z= 二 et， 二 入 一 总 ， 求 ds 83 
解 ， 先 画 出 链 式 图 ， 


根据 链 式 法 则 ， 有 


Or 06f ,ou ar 
Ox du Ox dO% 


一 pA PE 十 大 2 DL e+tyt, pA 
一 28(24 十 1)20 + + 


1 06 | 0/ 
By Bes dy dy 


200 tt (2Y) Te ty 
=2y(1— 20) er + t+, 


问 ， 若 = 一 f (学 ,xy) 为 可 微 孙 数 ， 如 何 求 -92-，? 


答 : 今 z = 二 f(t, 汪 )， 其 中 == 广 ， bg 一 wy . 链 式 图 为 ， 


则 根据 链 式 法 由 ， 避 
102 


2 0 ,Ow 0% 。 5 
Pb dt Bx Br OY 


-六 的 .+ 六 097 


22 0 ,Ou | Hs .oo 
dy dw dy Gv By 
Dx 1 dz 
= gr 
注意 由 于 是 上 且 中 的 数 基 系 子 的 及 体 表达 式 役 有 给 出 ， 所 以 
结果 只 能 写 到 这 里 ， 


问 ， 设 可 微 函 数 z 二 /( 关 ) ,如 何 证 明 这 个 函数 必 满足 偏 微分 方程 


答 ， 我 们 可 以 应 用 多 元 复合 两 数 求 偏 导 数 的 法 则 ， 求 出 一 5 一， 
中 然后 将 结果 代入 方程 中 于 以 证 明 ， 


设 := /Go， 4 二 完 ， 链 式 因为 


Pe 
2 一 uC 
六 


dg H3 Pd Ds J 
ji | 一 一 -一 一 LJ 一 一 
则 Gx FR Ox da ( Ys ) ' 


J 


Dy Hm dy Da 


_ hs (一 去 + 过 


Os % 
二 性 ， 
:函数 z= 几 二 )} 满 足 方 程 4 A ty 0. 


问 ， 设 可 微 函 数 z= 上 +9(x,， y)， 如 何 证 明 等 式 ， 


成 立 ? 
管 ; 进 8= 二 如 十 Pw)， 其 中 改 ~ v= %y, 
链 式 图 为 ， 


Z 
< 
~\y 

根据 链 式 法 则 ， 有 


0z -8 ,Ou , 0 ,的 
Bx Oe Ox Hv HO% 


1 。 (~ Er) te) ey 


| 


i 二 YP (ND, 


az _ 0 .bw Bz ~ _Bv 
dy Oe dy dv oY 


-1。 -CD 


2 
一 -和 + wp Cy), 
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Dg 站 
Ge 7 By 


十 42 


= 好 一 过 5 十 他 多 0w) |- 2 |- 到 Ye pi (人 |+2 


PV) NEO— 3 yy (ry) 十 4 


问 ， 什 么 是 多 元 函数 的 全 导数 ? 如 何 计算 全 导数 ? 
管 ， 设 二 苑 闭 数 z= 二 了 x,y)， 当 %、Y 仅 是 的 隙 数 ，% 二 V08)， 
J 二 内 (了 站 ， 链 式 图 为 
x—} 
Fe 
Cs 


则 复合 函数 2 二 fCv( 和 ， 上 (下) 是 甘 干 自 变 晤 下 的 一 元 消 数 ， 
如 果 % 二 了 (2 、y 二 四 (四 在 点 可 导 ， 且 二 元 消 数 z 二 lx, y) 
在 对 应 点 可 微 ， 则 复合 函数 z= fFY (让 ， (2)3 存在 关于 的 
导数 ， 我 们 称 之 为 二 元 国 数 的 全 导数 。 


根据 二 元 复合 函数 的 链 式 法 贴 ， 很 容易 得 到 计算 全 导数 的 公 
式 ; 


ds ds ,Hx 05 .Ay 
ot Dx ot By dat 
例如 ， 求 下 列 各 函数 的 爹 导 数 ; 
{1) z=arcsin(x 一 yy)， 其 中 x* 二 3f，Y =f 
(2) z= 霹 (31+2w 一 》), 其 中 %= 二 ，》 = 
解 ，( 1 ) 鞠 本 出 链 式 图 : 
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(C387 十 3 A)" 


] 
VA (xy): "YI 《一 人 
212 
w 工 一 (光一 和 
四 3— 12#2 
Vv 1 (3f— di " 


(2 》 设 zte(z 上 282 一 办 ,其 中 wm38 x 一 寺 ， 


i 
sw—+ 
2 *— 
J—+ 


内 | ag 6z ,dw Bz ~ ax Bz Ady 
df Bw dt Bx df 0y dad 


》 二 V + ， 链 式 图 为 


一 _ rat 4 x 
COS: (gt + 2%7 — y) 3A ,+ COS? (二 2% 一 Jy) 


人) + (YY 


-mr +#(- 二 -到 | 


=secr(31+2—VE)(3 一 语 一 5 
当 # 是 任意 多 个 变量 的 函数 ， 而 每 个 变量 又 都 是 ?i 的 函数 时 ， 
我 们 可 以 将 上 述 公 式 予 以 推广 ， 用 类 似 的 方法 求 函 数 2 关于 
的 全 导数 。 便 如， 
3 一 了 (to 0) 其 中 4 一 9 (有 。 
中 一 六 ， 吧 二 下 (有 。 链 式 图 为 


wo— 1 
ev 
Ww 


则 dx _ Bz .du +_0z., dy Bx _ dw 
dt Bu a by at Be dl 
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F 面 举 个 其 体例 证: 


， ET YY 一 区 i Et 
过 各 一 一下 其 中 少 二 siny 之 一 亡 口 3 区 求 - 二 


解 ， 令 # 一 了 一 引 其 中 四 ee,y 一 asinx 3 一 COsY， 链 式 


他 十 I 
下 一世 
盱 蜡 -一 区 
OO 


风 da Bx ,dy Ow dy ,Hn dz 


A 


dx by dx dy dx Hs dx 


图 为 


也 ; 
= G+ 
BT ) 


。 , 一 上 ex 
SI) 十 


ax 
CO) 
+l RT 


及 下 


TT (Casin%— Aacosx + acosx + Sinx) 


Ca EY 
二 
= Sin%, 

问 : 什么 是 条 元 函数 的 微分 形式 不 变性 ? 

莹 ， 如 果 二 元 国 数 一/ 由， 数 # 蚌 自 变 量 时 ， 丰 全 徽 分 


dz = 03 ds + 0 gv, 
0 dv 


当 # ,2 不 是 自 变 臣 ， 而 是 % 3 的 销 数 时， 寻 
名 一 前 《和 ， 4 中 一 多 《区 0 


《ea 十 1 Ysinx 


则 z 关于 xy 的 全 微分 为 ， 
ds dt © 


根据 复合 靖 数 微分 歧 ， 有 
8 .Ow , Or .fv 
Bx ds Bx dv dx " 


bz _ Bs _ 0 bz | Ov 
GY Or OY do OY 
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dz Bu 3 bv Bs Bi 
z= (Ce Gn "Bx Bo "ox )ax+ ( Br Gy 


Os Ov ) 
ty Gy dy 


pe (ds + BE dy) +t 让 Ce 37 


_ bz Bz 
-gr oar + dv 


由 此 相知 ， 在 二 次 国 数 z= (wm 切中 ， 不 论 wu 是 自 变 量 还 
是 中 间 变 量 ， 微 分 式 


dz = ds 十 和 A 
总 是 成 立 的 。 我 们 称 多 元 函数 微分 的 这 一 性 质 为 多 元 请 数 的 微 


分 形式 不 变性 . 

利用 微分 形式 不 变性 ， 证 明 一 些 公式 或 计算 导数 与 微分 ， 常 
常 是 比较 简便 的 ， 

例如 ， 试 证 :2 切 一 ago 二 DB8U， 其 中 %, v 都 是 有 限 个 自 
变量 *，y，……，? 的 函数 。 

证 明 ; drwy) (0) A + Dg 

tar dv 
下 2 好生 十 姑 有 和 


又 如 ， 设 了 = arcsin 本 ， 求 dz。 


本 题 若 先 求 -8 ，， 再 求 be 一 -有 4x+ -05 4y 比较 麻 
烦 ， 利 用 微分 形式 的 不 变性 可 简 解 如 下 : 


党 
er 
Vy 


108 


th 
= yi 
问 ， 是 不 是 任意 一 个 方程 F (x, y) 一 0 都 能 确定 一 个 隐 范 数 ? 
葵 : 不 一 定 。 例 如 ， 方 各 
XYy+x yy—3=0, 
就 唯一 地 确定 一 个 隐 晴 数 ， 且 可 以 将 这 个 隐 靖 数 表示 成 为 显 式 
二 (的 形式 ， 盈 


而 二 程 
十 十 [二 站 
战 不 确定 一 个 隐 国 数 ， 这 是 因为 对 于 任意 两 个 实数 2 y。， 都 不 能 
使 上 述 方 程 成 立 。 
方程 (x,，Y) 二 0 确定 隐 录 数 y 和 可 以 将 $ 表 示 成 为 显 式 y= 
(是 两 码 事 ， 完 全 有 这 种 情况 ， 即 方程 F(x%，Y) 二 0 确定 隐 消 
数 ， 但 这 个 函数 不 能 用 显 式 表示 。 例 如 ， 方 程 
XY 2 =05y—%—tsiny=0(0 < <1), 
者 瞧 一 屯 确定 一 个 隐 晴 数 》， 但 这 个 国 数 不 能 表示 成 为 显 式 ， 
问 ， 如 何 判 断 方程 F (x，y) = 人 0 能 够 确定 隐 六 数 ? 
答 : 我 们 可 以 和 根据 隐 晴 数 的 存在 定理 ， 漳 断 方程 
Pix, y=0 
在 点 Pofxo， 3 的 某 个 邻 域内 是 否 存在 陷 函 数 。 
隐 乓 数 的 存在 定理 是 : 若 
《1 ) 虑 Pokxsn yo 请 足 方 程 王 (，y) 一 个 
《2 》 函数 (x, 在 点 Potxo, yn) 的 茶 分 城内 存在 连续 偏 导 
类 F(X, DSF (x 
(C3) F(xo, Vo} oe0, 
则 方程 Fx, 好 一 0 在 点 Pet yo 的 基 一 久 域 内 确定 了 》 为 * 的 
一 个 单 介 国 数 y= / (Xx)， 读 函数 有 连续 导数 广 (x)， 卫 
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dy _ Fx, )) 
dx F',(x, y) 


例如 ， 方程 
XYy—2* 二 27==0 
在 点 (9,0) 的 某 个 令 域 内 就 确定 一 个 单 值 的 有 连续 导数 的 隐 饪 
数 。 明 然 这 个 隐 冰 数 不 能 表示 成 为 显 式 ， 但 应 用 上 面 的 定理 就 
可 以 证 明 这 个 隐 冰 数 的 存在 性 。 这 是 因为 
17 到 00 一 05 
2) FX, 切 一 %y 一 2 十 2 在 点 (0,0) 的 某 个 邻 域内 有 连续 
的 偏 叶 数 ， 且 
2 3 
(3) F000 一 ln22e0。 
所 以 可 以 省 定 ， 方 程 FC%, 让 ==0 在 点 (0,0) 的 某 个 邻 域内 唯 
一 地 确定 一 个 有 连续 导数 的 隐 银 数 ， 且 其 导数 为 
dy F(x, y) _  y— 2"ln 
Ax F(x, ») % 十 2y]m2 


间 ， 如 果 方 程 下 (x, y, z) = 一 0 确定 陷 函 数 z=F(x， 7)， 且 存在 篇 


导数 了 三 ， 忆 三 ， 如 何 计算 这 两 个 偏 导数 ? 


葡 ， 将 方程 F(x,，y, 3) 二 0 所 确定 的 函数 z=/(x, y) 代入 原 方 程 
中 ， 即 得 便 等 式 
Pix 和 了， 0。 
利用 复合 录 数 微分 尘 ， 将 上 戎 两 端 分 别 求 * 的 偏 导数 ， 有 


=%++2:1n2} 


dF aF bz 0 
x G2 Hw " 
当 和 站 0 时 ， 有 
BF 
Bg DT 


1i0 


同 理 可 得 


oF 

dz od 

Gy .85 
2 


例如 ， 求 由 方程 
8 一 23 十 一 
所 确定 的 函数 z 关 于 %*、yp 的 仿 宪 数 。 
解 ， 设 Flx, y, 2 二 2 下 一 249 十 站 
FX, y=— Ve; 
五 
Fix, y)=—2+e", 


， 62 ___f ye” 

”Ox Fi, er 
Os __ Fy Xe ™ 
dy a er 一 2“ 


间 ， 若 2sin(x +2y 一 32) 一 x 十 2y 一 3z， 如 何 证 明 -和 + 3 


=1? 
茶 ， 可 设 畏 数 
Filx, Vy 2)=28in(%+2y— 32)— (Xt+2y— 32), 
仿 业 二 十 2 一 38， 
则 霄 数 变 为 


F280 一 中 


Bz _ FF' 062 __ 4, 
间 Bx FEF By Fa » 
区 五 ”一 dF OE -pcost 一 1 ， 
Oa 人 
,一 oF -026 -9(2cost 一 1)， 
Oat OY 
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五 ,一 0 -一 一 3(2cost 一 1)， 


Bz _ 2cosg—l1 _1l 
Bx 3(2cosw—1) 3 


dx _ 2(2cosgs—1) 2 


一 一 一 22 一 -一 一 TE 
EL 


BY 3(2cosU 一 1]) 3 


站 3 Ds 1 2 
] -一 一 十 一 二 十 二 一 。 
则 Ox By 3 + 3 


问 ， 如 何 证 明 ， 由 方程 


plex—- qz，cy 一 bz) 一 0<9 为 可 微风 数 ) ,所 定 光 的 函数 
Zz 二 ZCX，y) 满 足 等 式 


答 ， 设 ## 二 cx 一 4x，v=cy 一 Bz 则 方程 为 
0 
对 读 方 程 的 两 端 求 * 的 偏 导 数 ， 有 
pt Ut PH = 0, 
好 Ye qx) + Pbex) =0 
> n= ap bs 


. 
ws 好 二 a 看 
”二 
同 理 可 得 
co! 
Ed 一 一 * 
gp bp “ 
dz dz Cp! cor 
六 一 十 再 一 一 一 在 一 -一 一 一 一 -一 
Bw oY RP P's A oP 


_， 。 A td, 
er 十 百 间 
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七 、 空 间 邮 线 的 切线 、 法 平面 和 曲 
面 的 切 平面 、 法 线 


问 : 空间 曲线 ! 在 点 Mu(xo， yo zo) 的 切线 和 法 平面 是 如 何 定义 
的 ? 

答 ， 如 图 2 一 23 所 示 ， 在 曲线 上 上 的 点 dogo，yo gs) 附近 找 一 
点 az xn 二 AX yo 二 AY go 二 A2) , 则 有 抽 线 Ao。 当 动 点 衣 ' 沿 
曲线 ?无 限 接近 点 训 时 5 即 Ax 一 0, Ay 一 0, Az=0 有 时 )， 割 线 
cM 的 极限 位 置 MT 
就 称 为 曲线 ?在 点 战 。 处 
的 切线 。 

过 点 叶 且 与 切线 邓 o7 
惰 直 的 平面 NN 称 为 曲线 
i 在 点 型" 处 的 法 于 面 。 

癌 ， 若 空间 曲线 /的 方程 
为 
=， y= 是 (入 ， 

#2 二 (A), 
且 盖 数 宁 (人 臣 、 风 (有 、 忆 人 鸭 为 可 导 的 ， 如 何 推导 曲线 [的 切线 与 
法 平 商 方 程 ? 

答 ， 根 据 空 间 解 析 几 何 可 知 ， 蛆 线 工 上 割 线 MoM (和 如 图 2 一 23) 

的 方程 为 


图 2 一 23 


一 
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各 一 py= 2=w{ 人 可 导 ， 
当 At-=0B，A% 一 0, Ay 一 0, Az 一 0。 此 时 MM 走 证 曲线 
5 无限 超 近 于 点 异 ,， 所 以 ， 切 线 避 oT 的 方程 为 


区 一 半 0 — 下 一 了 0 i 号 一 六 
lim A*» lim A lim .A2. 
起 下 A 站 人 一 一 让 站 -一 八 A 
即 多 一 和 0 _ 由 一 人 一 2h 


”根据 空间 解析 几何 可 知 ， 过 点 M, 且 与 切线 Wo7 垂直 的 法 平面 
方程 为 


pi (Fo) CK— Ko to BVO— yo) Fm 0) (2— 20) 一 10。 
问 ， 如 何 求 下 列 曲线 在 指定 点 的 切线 与 法 平面 方程 ? 
《1) 曲线 xz=T y= sz 一 志 在 点 t 一 1 处 ; 
(2 曲线 x 二 x，y 一 x:， z 二 jnx 在 点 x 二 4 处 ， 
答 : 首先 由 f= 坟 求 出 Ko Vo, 姑 的 盏 数值 ， 然后 再 求 出 上 述 各 隔 
数 的 导数 值 ， 最 后 利用 公式 得 出 曲线 在 点 绾 右 处 的 切线 与 法 于 
面 方程 


解 ，( 1 》… 当 加 一 工时， on 一 了 yo 一 2 ， 2 一 工 ， 
县 %'( 1 ) 一 二， (1) 一 一 1，or(1)= 2 


也 线 在 # = 1 处 的 切线 方程 为 
1 


渤 平 面 方 程 为 
二 (Y 一 二) 一 (4 一 2) 十 2(z 一 1) 一 0， 
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即 2Y 一 8y 十 16z 一 TI 一 0。 
C2) 由 于 曲线 方程 的 套数 为 %* ， 所 以 对 应 的 切 铸 方 程 为 


和 一 0 Jy Yn 一 320 


XP) wo) 
Xn= 4， Vo 二 16, 2 一 Ind， 
且 和 一 1，9 人 4) 一 日 ， “(4) 一 了 了 ， 


过 后 区 一 4 处 的 切线 方程 为 


1 8 王 
4 
Bl 4 16 2— Ind 
4 32 1 
法 平面 方程 为 


(%—4) +8(y—16) + (2 Ind) 一 0， 


好 4 十 324 十 2 一 (528 二 ]nd) = 二 0， 

间 ， 什 么 是 曲面 $ 上 点 型 (xzxo， yi, zo) 处 的 切 衬 面 和 法 线 ? 

答 : 如 图 2 一 24 所 示 ， 如 果 表 示 曲 面 S$ 的 国 数 z= 了 x, y) 在 点 
型 处 可 征 ， 则 曲面 5 上 在 点 好 "的 任意 一 条 曲线 上 前 切线 都 在 同 
一 个 平面 台 上 ， 我 们 称 平面 台 为 蛆 面 S 在 点 邓 。 的 切 平面 ， 并 
称 在 型, 点 且 与 切 平面 台 司 站 的 直线 为 图 面 S 在 点 有 于 (的 法 线 ， 


图 2 一 24 


了 15 


间 ， 如 人 笨 证 明 曲 面 S 上 通过 点 笛 , 的 任何 曲线 的 切线 都 在 同一 平 
面 Q 上 ? 
答 ， 设 枫 面 $ 的 方程 为 
F(x 有 一 0 
并 设 弄 of(za，yo 加) 为 曲面 3 上 的 一 点 ， 国 数 百 (%，y 人 在 点 2 
处 有 连续 且 不 同时 为 零 的 储 导 数 。 在 曲面 5 上， 过 点 Mo 任意 
引 一 条 曲线 上 (图 2 一 -24) ， 设 曲线 方程 为 
= =, z= oD, 
若 曲线 在 点 及 ,处 有 切线 了 Ho2'"， 则 其 方程 为 
ink 一 了 一 Jo 一 .2 一 2 
pi) 多 (页 ) OO 人 (二 
因为 曲线 1 完全 在 曲面 S$ 上 ， 所 以 有 等 式 
FIP BF, w(t) = 0 
成 立 ， 且 有 全 导数 
F's(Ko, Vos go0) * PAE) + Fy (Ro Yos Ho) * PE) 十 
F's{wo, Yo HW) 的 有) 一 0 
根据 空间 解析 几何 可 知 ， 与 切线 Mo7 和 者 直 的 直线 joN 的 方向 
数 为 
F(X, 40 Bo) s FPF’, (Yo, 0， 2 和 五 (25r， Vo, 20), 
因为 曲线 了 是 曲面 5 上 过 点 Mo 的 任意 一 条 曲线 ， 所 以 曲面 5 
上 过 点 :io 的 任何 曲线 在 点 开 。 处 的 切线 都 应 与 oN 垂直 ， 图 
此 ， 所 有 过 点 双 " 的 切线 都 应 在 以 oN 相 竺 直 的 平面 如 上 ， 且 
平面 已 的 方程 为 
F(Xo, Yoy a0) KX— Ko + Fy Xo Yo a) CY— Yo) + 
(oy, Yo so) (a— 20) = 0, 
间 ， 如 何 求 曲面 ax: +6y:+cz: 二 1 在 点 及 ,ixo，yo, zo) 处 的 切 平 
面 及 法 线 方程 ? 
答 : 没 画 数 总 (zx，》y， 鸭 二 ax: 二 by2+cs: 一 1， 
一 2 一 
F(X Yo, Hn) = 25 的， 
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则 过 点 村 bX%o，yo, 名) 的 切 平 面 方程 为 

2axo tt— X00) + 20Y0 Cy— Yo) + 2cg0 ti) 

—>axor tt Oy tens— (axv 十 已 902 十 Ceo = 0 ， 

双 Axo + y+ee := 1, 
故 所 求 切 平面 方程 为 

dXox tyoy crs 一 0。 
过 点 Mo (wo Vo, 加 ) 的 祷 线 方程 为 

Ko YP 一 Yo 2 一 各 


一 天 


即 TN 1 一 


HAN dyo Ca0 
问 ， 若 曲面 S 的 方程 为 z 一 f(x，y)， 则 过 点 机 ,fxo， yo 20) 的 切 
平面 与 法 线 方 程 是 什么 形式 ? 
答 : 设 国 数 五 (*Y，y 2 二 (x, Y) 一 3 
人 证 一 一 1 
.过 点 型 o(xo， yo 加 ) 的 切 平面 方程 为 
Fo Yo) (XK—KXo) tt fy (Xoyo) (yO— yo — (2) = 0, 
Bz— 20= f(tNo0, Yo) CH— No + Fy Ko Vo) CVO— Vo), 
且 过 点 az。 (Xo Yo 20) 的 法 线 方程 为 


EO— Xo yy 2 一 2 


fs(Xo, Yo) fy xo, yo 一 二 ” 
例如 ， 求 双 曲 抛物 面 


在 坐标 原点 0t0,0) 的 切 平 面 与 法 线 方程 ， 


2 妆 
3 ¥ 站 (*， 日 )= 汪 一 和 2 间 
解 ， 没 和 全 和 让 


F000) =0, FC0,0;0) =0, FF.(0,0,0)=—1, 
过 点 000,0,0) 的 切 平面 方程 为 

三 放 . 
过 点 O00,0,0) 的 法 线 方程 为 
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-7 
0 一 1 


世 
0 
问 ， 如 何 求 烦 球面 ，x* +2y*+2 = 二 1 上 平行 于 平面 : x 一 y+2z 
二 0 的 切 平面 方程 ? 
答 : 据 空 间 解 析 几何 知 ， 平面 44Y 十 吾 :水 十 62 站: 一 0 与 宇 面 
4x+B2y+cz+D= 0 相 到 平行 的 充 要 条 件 为 


tO 


已 知 苹 面 为 : 光一 由 十 2 一 0， 
于 是 可 设 过 椭 球 面 上 澡 Mo(xo, Yo, 和) 县 与 上 述 平面 平行 的 平 


面 方程 为 
A + By 十 Cg+ Dh = 0 。 


4 加 | -am mm 中 -tn 
0 必 
C= 2 一 220， 
。 1 1 2. 
” 有 do dy0 了 20 ” 
Wy 工 - 一 1_2. 
C0 20 加 
由 上 面 的 分 析 求 解 如 下 : 
设 粒 球面 上品 晶 cyo， Yor 2z0) 的 切 平面 平行 于 已 知 平 面 ， 
1 _—1 2 
| 一 一 一 一 一 一 
则 pr Tr 
1 二 1 2 
令 No Yo 20 “， 
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1 
MT 
岂 有 一 1 1 1 

229p 一 一 1 即 bie i 
An 一 二 

sk hr 

过 一 一 *, 巾 有 

和 0 一 区 
Yo = 一 也 
2 


M(xo，Y0， 加 ) 在 椭 球 面 上 ， 即 
No 十 yo 十 zo 二 1 ， 


+ 2 

a :十 2 (—) 十 《3772 一 1 
2 
让 一 -十 站 
解 得 ”一 士 .| 本。 


-。 点 Bu 的 坐标 为 M。 人 朗 二 :2 /3) 
0 国 (和 - 记 计 2 蜀 时 
由 :一 2 六 ;B= 2/ 寺 ,C:= 4 


所 以 切 平面 方程 为 
2 二 (4 一 Y 二 -2V3(Y+Y 二 |) 
+ 4 二 (2 -V 人 = 


(* _y2)-( 11 二)+ 2 (2 0 - 


34/2,B—a/2,c=- /2 
44= 一 2 名 ,B= 二 ,C A 


所 以 切 平面 方程 为 


-(x+y3)+( (»- 二 )- (: -Y= " 
， DD. 


问 : 如 何在 曲面 z=xy 上 求 一 点 ， 使 该 点 处 的 法 线 甜 站 于 平面 
计 十 3 十 十 9 二 人 0? 

答 ， 设 过 曲面 上 点 朋 o(wo， Yo 各) 的 切 平面 的 法 线 垂直 于 已 知 平 
面 ， 则 切 举 面 必 与 已 知 平面 平行 ， 于 是 设 过 曲面 上 点 Mo txo ， 
Yo 各》 的 切 平面 方程 为 

Ax+ By+Czt DD:= 0,， 
并 设 E(x, y, 2) 二 XY 一 2， 


丸 ， 已 知 平 面 的 方向 数 为 
.4 一， B=3, Ci 二 1，, 


天 4 二 一 3，%Yo 二 一 1 ， 有 是 求 得 名 二 3。 
故 所 求 的 兴 线 方程 为 
+3_ +1 23 


EE re 


x*+2y :十 2 一 1 上 平行 于 平面 x 一 y++2z 二 0 的 切 平面 方程 。 
解 ， 设 桶 球面 上 过 点 ai (yo，3ya, 20) 的 切 平 殴 与 已 知 平面 平 
行 ， 其 方程 为 
4 (区 一 知 ) + Baty— Yo) + Cla— sg0) = D0, 


问 ， 下 面 的 计算 对 吗 ? 如 扩 不 对 ,指出 错 在 哪里 ? 求 椭 球面 


| .4 一 Bm 一 20 B= 0 
Dz MM D 


又 ， 该 平面 与 己 知 平面 平行 ， 
sp 一 上 上， 一 一 区 一 上 


则 ao 一 于，J 一 一 十， 二 一 册 
故 所 求 的 平 而 方程 为 
(x -去 )-{2 二 二) (z 一 1) 一 0 ， 


答 : 不 对 。 册 
1.=2%0, B= dy Cs= 25, 


直接 得 出 ，2%0 二 1，4y6o 二 一 1]，2%6 二 2， 并 解 得 如一 二， y= 


地， == 1 。 实 际 上 是 承认 比例 数 信 “= 1 ， 这 是 没有 任何 


根据 的 ， 在 这 个 问题 中 ， 比 例 数值 * 志 1 ， 因 此 ， 上 面 的 计算 


是 错 的 ， 


入、 高 阶 偏 导数 
间 ， 如 苛求 函数 z 一 了 f (x, y) 的 高 阶 偏 导 数 ? 
答 ， 设 函数 =/(x, y) 在 区 战 力 内 上 县 有 护 导 数 


= fyt%, 7), 


一 般 来 说 ,在 避 内 x， 9 、 了 iy(% 9) 拘 是 xy 的 国 数 ， 旭 果 这 
两 个 国 数 的 侦 导 数 也 存在 ， 则 称 它们 是 国 数 *= (x, 7) 的 二 阶 


121 


SE Fx(%, Y)， 


人 同 而 有 下 询 四 个 二 阶 侦 导 数 


2 一 Bx: f(t, )), 


a fo Bg Op 

eA ra 
B24 Bz 

六 (= ByBx = yx (Ns 》)， 

有 az Or 

By ( 坊 -让 

其 中 第 二 、 -个 信 导 玫 天 为人 内 时 同样 可 得 三 附 、 四 

阶 、… 以 及 # 阶 仿 导 数 。 二 阶 及 三 阶 以 上 的 偏 导 数 称 为 高 阶 偏 


导数 ， 
俩 如 ， 求 函数 z=lnv :+ 的 二 阶 偏 导数 ， 


yy 


站 02__ 1 /x zy 
解 ;，“…. 村 了 i) 


VX 2 

02 -出 
By +y 
Hg 全 ( x = 外 二 和 
Cx + y2)2 《和 十 多 232 


加 Vy 


x: 6% 


3 一 和 


dz 2 )= 一 此 二 二 
37 By 2 十 (wt ye 
pi -2 ( 多 )= — ey — — 2 
By6x By ‘w+ Cy 
B28 -2( > Tr 
dxBYy AXAN + 《十 了 
问 ， 混 合 仿 导数 相等 的 亲 件 是 什么 
fg 
m 个 二 会 
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在 区 域 必 内 连续 ， 于 么 在 该 区 域内 这 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 必要 
等 ， 有 

Bz __ Os 

Dx6y dy0%" 
这 就 是 说 ， 二 阶 宴 人 台 仿 导数 在 连续 的 条 件 下 ， 与 求 导 的 次 序 
无 关 。 这 样 ， 我 们 在 求 函数 z 二 了 (tx, 急 的 二 阶 俩 导数 时 ， 就 不 
必 求 四 个 ， 而 航 求 三 个 即 可 。 这 里 ， 二 阶 混 合 幅 导数 连续 的 条 
件 不 可 缺 尔 。 实 际 上 ， 如 二 国 数 在 某 一 区 域 上 的 二 阶 混合 帆 
导数 不 连续 ， 则 两 个 二 院 混 侣 候 导 数 不 一 定 相等 。 但 由 于 我 们 
一 般 研究 的 部 是 初等 昭 数 ， 其 种 阶 偏 导数 在 定义 域内 总 是 连续 
的 ， 所 以 二 阶 混 合 偏 导数 也 总 呈 相 等 的 ， 


例如 ， 求 2 二 arc 馈 守 的 二 阶 偏 导数 (一 + <z<). 


Os _ 2 Bx 各 
解 0 一 
Bx Ny By Wy 
D2 一 二 (一 J )= 2x 
Ox? A XE yy (2 十 423 + 
Bg __8 ( 区 )= 针 + 4 一 和 好 
Oxy dx ‘x? yy? Cr 2 {XE 和) 
Dg _ ( }= aN 
Gy’ dy 证 人 (XW 十 yy 时 


二 阶 混合 偏 导 数 在 连续 的 条 件 下 ， 与 求 导 的 次 序 无 关 ， 这 一 - 
结论 ， 可 以 推广 到 任 付 阶 的 混合 帽 导数。 
例如 ， 靖 数 2 一 随和 9 的 三 阶 混 合 仿 导数 连续 ， 则 布 


一 + 一 ~ - 


Bry BraBwpy DYyDX2 Gy:Bx 
问 ， 如 果 范 数 z= 二 f(xy, x: 一 y) 的 二 阶 偏 导数 连续 ， 如 何 求 


622. pi » 
Dx: OXY 


签 ， 设 二 XYy ,9 二 庆 一 ， 则 3 二 (zw, 2)y， 链 式 图 为 
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根据 链 式 法 则 ， 有 


Dz_Oz Or, dz, Ho 


Bx Hx dx 的 dx 


8 Oe 


六 让 仍 为 4 ?的 函数 ， 


rr 


)+o+ 


dg Dz Pe D2g pm 
Ox? > "ax BB Bz 


Oss 
六 2 Dr 六 3 .5 De 


+ Bo dr/ + 
一 44 他: 2 放 2 D3 bs 
一 了 Be? 4% go 十 po 
Os (2 Bu. 2. 02 ) + z+ 
OxOYy Bs DY Br by/ px 
Biz Bw 2 A 
和 十 es 一 一 -一 
(a By ov dy )+ 0 


Burr -2 xy Bu: ar 


间 ，; 车 82xz 十 a yO— ab’, 


答 ， 首 先 求 出 隐 函 数 》 关 于 * 的 一 阶 导 数 ， 为 此 ， 设 
Fx, 六 一 总 和 2 十 a yi — AD, 


«dx 6F 2 va a 
dy 
性 求 隐 阔 数 关于 * 的 二 阶 导 数 ， 有 即 
yd dy 
ax dx MRE 
LR 上 。 革 
= Aa 了 
过 
四 yi 
a vy 
br 芝 
?一 5 人 一 丈 福 | 
-PP ， 
A Ma 


pra dy 
ma 
至 1 
一 ay 电 


问 : 下 面 的 计算 对 吗 ? 如 果 和 不对， 请 指出 错误 原因 . 
已 知 菌 数 bx? +a?y’ 一 a:B?， 求全， 
解 : 设 碧 人，y) 二 02x? 十 全 yaD， 
+ 1 一 2 y=2Ya°, 
dy __F: __W 


区 
”” Py a 


dy _ Bb 
设 人 区 ， 7) 二 Ad 人 A 
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gm 
a bs oy 
dx Bm 
Oy 


答 :解法 不 对 错 在 设 函 数 o(x, y) 一 号， 而 月 在 求人 导数 的 
过 程 中 ， 没 有 把 视 为 的 函数 ， 而 是 将 *、?y 同 视 为 wz， 3 


的 自 变 量 . 

问 ， 设 有 方程 x? + y:+z:=1， 如 朱 不 解 出 z(z 志 人 中， 如 何 计 算 
dz Ed 
dx 和 ay? 


答 ; 我 们 可 将 <*、? 视 为 自 变星 ， 将 z 视 为 4、3 的 隐 国 数 ， 并 对 方 
程 谷 十 二 有 == 工 求 关于 Y、yY 的 导数 ， 有 
Ey 


62 0 和 2v +42 =0, 


2 区 十 25 一 
“Dx dy 
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0 oy 
Ovax 
_» 

sx 了 
YY 


-i 名 让 里 
问 ， 落 nT 如 何 证 明 拉 善 拉 斯 方程 
dm du Diz 
Bx + Dy + oz 0? 


， re - 1 , 
葵 : 设 * 二 VW 十 各 十 六 ’ 划 辣 数 % 一 成 为 复合 
国 数 
t= PV 
‘Or 
” VR 
刚 D8 Os OH 1 
Bx Br Bx ri yy 3 


: 2 
Bes (一 各 )= 一 直 + 3 部。 如 = 一 上 4 3% 


Bx Bx¢\ Fi) yp ri 向 7 Y5 
福 意 到 函数 妈 关 于 、»、: 的 对 称 性 ， 则 
DT 3y Hx 1 ,3 
Boy? py + 75 7 fe yt yz5 3? 
» dm Bm 3 3 和 2 十 妇 十 癌 ) 
由 十 一 一 一 一 -一 十 TT 
Bx By + i ”3 和 
3 3 
本 rr 
一 0。 
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尤 、 多 元 贸 数 的 极 值 


问 ， 二 元 函数 的 极 值 定 迷 是 什么 ? 在 学 习 定 义 时 应 注意 什么 问 
题 ? 
答 ， 二 元 东 数 极 值 定义 契 : 

设 国 数 z= (x, 9) 在 点 P(txe, 6) 的 某 个 邻 域 内 有 定义 ， 如 
人 上 聊 数 在 点 忆 oso 3 处 的 图 数 值 六 xz yy 中) 全 大 于 《或 小 十 ) 
读 邻 域内 其 它 各 点 忆 (5 切 处 的 图 数值 六 < 7 ， 期 

Two Vo fx YY) 【或 Fr Yo) (7 ) 
则 称 函 数值 7(xo， ?0 为 玫 数 六 xs， 2 的 一 个 极 大 值 ( 或 报 小 值 ) 
并 称 点 Roy yo) 为 国 数 7 太 2， 9% 的 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 )， 

在 学 习 二 元 力 数 极 慎 的 定 闵 时 ， 应 注意 以 下 三 点 : 

《C1) 正确 区 别 极 值 点 与 极 值 。 

《 2) 二 元 函数 的 极 值 jx%o，%0) 是 在 点 Polxn, yo) 的 邻 域内 
与 其 它 各 点 处 函数 值 (x, y) 比较 击 言 的 。 因 此 ， 在 有 界 闭 区 
域 上 连续 的 二 元 函数 ， 在 这 个 闭 下 上 完 合 可 能 隔 时 取得 几 个 裤 
全 ,而 且 极 值 点 可 能 在 闭 区 域 的 内 部 ,也 可 能 在 区 域 的 近 男 上 ， 

(3 》 在 空间 前 角 坐 标 系 中 ， 国 数 z 二 (x%,》) 为 一 个 曲面 ， 
FA 30) 是 国 数 六 4 的 极 大 值 ， 则 在 点 Po(xo，%o) 附 
近 必 有 

Frn, Yo 和， 
上 所以， 在 点 PoCxn， 30) 的 某 个 邻 咸 内 ， 点 人 (xo Yn rz 加) 
为 曲面 的 最 高 点 {如 图 2 一 25) ， 

间 理 ， 若 fxn V0) 是 函数 x， 4) 的 极 小 什 ， 则 在 点 Po (x%o， 
0) 队 捞 ， 太 于 ot%o， Yn 了 (X60 no》 为 幅面 的 最 低 点 《如 图 2 
一 26) 。 

问 : 二 元 函数 极 值 的 必要 条 件 是 什么 ? 是 怎样 证 明 的 ? 

答 : 设 靖 煞 z= 了 (X, 和 0 丰 点 Polw yo 外 可 微 ， 若 尔 数 在 迹 卜 处 
取得 极 值 ， 朵 看 
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Felxoy Vo) =0, fylxo, Ye) =0, 

这 就 是 说 ， 六 0 0 三 0， yo，Y0) 二 0D), 威 国 数 ?= 二 六 (%，Y) 
在 点 Po(xo, yo) 取 得 极 值 的 必要 条 件 ， 

为 了 证 明 上 述 命 题 ， 可 先 将 自 变 匡 》 相 对 男 定 ， 保 持 定 值 
7 二 yn， 这 样 ,二 元 多 数 7? 二 f(x， 》) 变 成 一 元 函数 z 二 (x, 30). 

已 知 国 数 z 二 了 (wx 入 在 点 Po Yo) 取得 极 值 ， 则 一 元 著 数 
2 一 了 (5 0) 在 点 * 二 N06 处 必 取 得 极 值 ， 

又 国 数 2 三 (x, 3) 在 点 Potxo， Yo) 处 可 微 ， 所 以 陋 数 在 读 虚 
处 存在 两 个 偏 守 数 . 于 是 ， 一 元 因数 :一 三 (X， 1 在 点 Xo 处 可 
导 ， 恨 据 一 苑 函数 极 值 的 必要 条 件 ， 有 


Y= 广 。 恩 ， Vo) = 由 
党 一 第 


fo yo 一 0。 
同 理 ， 园 定 Y 一 %， 则 一 元 国 数 = 六 xzo，y) 在 点 9 一 yo 处 有 
y= fy (Nn, 2 = 0， 
二 
Bj Yo Yo) = 0。 
问 ， 若 函数 z= 二 ftx, y) 在 点 Polxo， y:) 处 有 
Fix Yo) =x,, yo) 一 人 
则 函数 在 该 点 处 必 取 得 极 值 吗 ? 
答 ; 不 一 定 ， 
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例如 ， 汞 数 2= 二 x 在 点 《0,0》 有 


_02 0. —0 
Gx lo,0) Oy loo,0) 
但 序数 在 该 点 不 取得 极 值 ，。 
事实 上 ， 在 点 (0;0) 处 ， 右 产 (0,0)=0， 但 在 读 点 的 任意 
一 个 邻 域 内 ， 葡 数 总 有 正 值 也 有 人 负 值 ， 押 以， 点 《0950) 不 是 根 
值 点 。 
我 们 称 使 国 数 z= 六 sw， 急 的 两 个 一 阶 偏 导 数 为 零 的 点 为 国 数 
的 驻 点 。 在 仿 导 数 存 在 的 条 件 下 ， 一 个 点 是 极 值 点 的 必要 条 件 
是 这 个 点 为 时 点 。 显 然 ， 旺 点 不 一 定 是 裤 值 点 ， 
间 :， 二 元 函数 极 值 的 充分 索 件 是 什么 ? 
答 ; 若 国 数 z 一 六 (2， 1 住 点 Potwo， oy 的 某 外 邻 域内 连续 且 有 一 
阶 及 二 阶 迹 续 侦 导数 ， 又 Feo, JY0) 三 0， fy (Xo, Yo =, 令 
Fx {Xos Yo) =A, fry (No, 4 = B, fyy (Xo Voy = 已， 
网 (wx, 人 在 《%zo， yo) 处 是 否 取 得 极 值 的 条 忻 如 下 : . 
(1) B:-4C<0 了 时 具有 极 值 ， 且 当 4<0 时 有 极 大 值 ， 当 
4>>0 时 有 极 小 值 ， 
(2 3) B:--AC>> 0 时 没有 极 值 ; 
(3) B: 一 A4C== 0 时 可 能 有 极 值 ， 也 可 能 没有 极 值 ， 还 需 
另 作 讨论 。 
问 ， 如 何 应 用 二 元 函数 极 值 的 充分 素 件 求 函 数 的 极 导 ? 
答 : 应 用 二 元 函数 报 值 的 充分 性 求 极 值 前 万 疲 为 : 
(1》 若是 求 极 值 的 应 用 题 ， 则 先 将 实际 问题 转化 为 某 个 二 
元 国 数 2 二 了 (%,， yy) 的 极 值 问题 ， 
《2) 解 方程 组 
1 


Fx, y=0, 
求 得 一 切实 数 解 ， 即 可 求 得 一 团 此 点。 
(3) 对 每 个 竹 虚 (xo, 3 加 7)， 求 出 二 阶 仿 导 数 的 值 4、 吾 和 CC 
(4) 定 出 下 一 4C 的 符号 ， 然 后 判定 Fxoy Yo) 是 否 是 极 
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慎 ， 是 极 大 全 还 是 极 小 值 ， 

洗 缕 说明 的 是 ， 与 一 元 函数 相 类 似 ， 在 实际 问题 中 ， 如 果 概 
据 问 题 的 具体 条 件 可 雇 镜 断 函 数 有 极 值 ， 日 仅 有 一 个 驻 点 ， 则 
该 驻 上 国 必 是 函数 的 极 值 点 ， 

例如 ， 求 国 数 x, 人 一 e+y2+T27) 的 航 值 。 

解 ; 和 Of 办 二 262 人 十 镁 十 2329) + er 

=e* 2x ty + dy 二 +1)，, 
万 Pare 2) =207r (y+1), 


解 方 程 组 
下 4 一 必 ， 
人 一 由 


求 得 驻 点 是 (二 ,一 1)。 


fx, Y= dotx +t y+ 2Y) + D0" + De 
二 det 二 十 2 十 1)， 
(02 Y=20(2y+ 2) = deer(y+1), 
fyy x, 0) 一 2482+， 


刚 A=4e (T4142 D+])=20, 
B=0, 
C= 20. 
“Bi—AC=0— de:<0, 
因此 ， 欢 数 在 点 (二 ,一 1) 处 取得 极 值 ， 
因为 4= 2s>0， 
所 以 ， 函 数 在 点 (二 ,一 1) 处 取得 航 小 值 ， 且 极 小 导 为 


i 已 
/ 全， 已 = 一 全 
问 ， 如 何 求 函数 Ff (x, y) 二 (6x 一 x ) (4y 一 yy) 的 粮 什 ? 
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答 ; Ar 轨 一 2 一 12 一 6682 十 和 2 
fi y=21y— Bry— 6Y 12x 
fy{xs yy) =24x— dx:— 12%% + 2x:Y, 


解 方程 组 
fx, YH) =0 
{ 
Fy, 4 一 [0 


人 《3 一 区 《44 一 名 二 0， 


一 
2 光一 2 和 一 6XY + x 二 0 
解 得 驻 点 为 ; 
Pi(3,2) Pat 0), Pa 6) Pd d) PstBsd), PelB ,0)., 
frr VB Yt 2 
fx, Y=21— Bx%—12y+ 4xY, 
yy {x, $=— 12%+2x, 
在 点 Pi(3, 2 处 ， 有 
吾 :一 4C< 0 日 4 一 一 8<0， 
则 函数 在 点 P.(3,2} 取 得 极 大 情 ，f/ (3,2} = 36， 
在 号 P:(00,0) 处 ， 有 B?: 一 AC>0， 
则 函数 在 该 点 无 极 值 ， 
在 点 Pi(4,6) 处 ， 有 吾 : 一 4C>>0， 
则 户 数 在 该 点 无 极 值 ， 
在 成 Pt0; 由 处 ， 有 B: 一 AC>0， 
则 人 请 数 在 该 点 无 极 慎 ， 
在 点 Ps(6, 人 处， 有 B* 一 AC>0， 
则 级 数 在 该 上 无 极 值 。 
在 点 Prt6; 们 处 ， 有 B* 一 AC>0， 
则 状 数 在 流 反 无极 值 ， 
间 ， 如 何 求 函数 六 x,y) 一 xy(a 一 zx 一 切 的 极 值 ? 
答 : 由 于 明 数 六 xz 2 中 舍 有 字 朋 中， 所 以 在 判断 函数 极 值 的 过 
程 中 ， 应 对 4 于 以 必要 的 讨论 ， 
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(2— V(x x) = 0. 


.， By ay) y= ya 2 +), 


Pa) ya 2y 0). 


解 方程 组 
fn 
间 苞 
dF 
dy" 
得 下 面 四 个 驻 点 : 


PO 0 PO aR), Pa tas,d), P(E, 


). 


so | 外 


F(x, 3 一 一 23， 
一人 2 一 2 
fy 4 站 一 一 ?78， 
茵 在 忘 P10;0) 姓 ， 有 BB: 一 AC 一 &:， 
(C1) 当 a 志 0，B: 一 AC 汪 0， 函 数 存 二 点 无 极 什 . 
(2) 当 & 二 人 9 时，B? 一 二 =0， 不 确定 . 
在 点 Pa00, 的 处， 布下 一 4 一 全， 讨论 同上 ， 
在 点 P(t 喔 0 处 ， 有 Bi 一 = 二 =a:， 讨 论 国 上， 
:FE 这 经 , ry 2 ”一 _4 2 
在 点 Pa( 所， 也) 处 ， 有 B 4 = 4 ) 3 史 3 和 
(IT) 当 &>0 时 ，Bz 一 4C<0, 晶 4<0， 
emi a , po a YY A 
则 函数 在 点 Pi 人， 闻 ) 处 取得 极 大 值 ， (全 ，- 人 一生 
(2) 当 a=0 时 ，B: 一 AC 二 0， 不 懈 定 。 
《3) Ya<0NH, BI— .1C<<0, HA>0, 
滑 数 在 点 全 ， 台 处 取得 极 小 全， ff， 二 个 
则 函数 在 点 P( 各 ， 各 ) 处 取得 极 小 信 +， (了 ， 芋 )= 
问 : 下 面 的 解法 对 吗 ? 为 什么 ? 
求 函 数 fx，y) = 二 xy (la 一 x--y) 的 极 值 ， 
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解 : AX) 二 WY 一 2X%y 一 
Fy y= 2% YN, 
解 方程 组 
day—2xXy— y=0 全 
(ay 名 
由 四 一 加 ， 得 一 一 4% 一) 二 0 
E+ KV) 一 多 (一 了 二 
(和 一 水 ) (和 十 下 一 全 二 0。 
由 # 一 一 0， 得 4 一 


求 得 驻 点 ( 公 ， 艺 )。 
4 一 一 人 B=—， C=—a, 


Br—AC=—3 0 <0, 双 A= 4c, 


"1 - Ef a § A 
所 以 函数 在 点 (各 ， 扣 处 取得 极 大 值 (所 ， 和 所 )=0. 
和 葵 ， 上 而 的 解 靶 不 对 ， 
其 一 ， 没 有 求 出 国 数 的 一 急 驻 点 ， 
其 二 ， 解 方程 组 求 半 点 的 方法 不 对 , 求 出 的 点 (所, 所) (eof0) 
不 是 隙 数 的 驻 点 。 
其 三 ， 应 对 字母 4 进行 必要 的 讨论 ， 不 能 由 4= 一 a 和 B* 一 
AC 一 一 也 0 就 判定 ，4<0 和 B? 一 4AC <0. 
问 。 如 果 函 数 =f (x, y) 在 点 Po(xo，yo) 处 的 两 个 搞 导 数 不 存 
在 ， 则 函数 在 该 点 必 无 极 值 吗 ? 
答 : 不 一 定 。 
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例如 ,级 数 * 一 w 衬 十 匀 在 点 (0 0 处 的 两 个 偏 导数 不 存在 ， 
划 孙 数 在 读 点 取得 极 小 
值 (如 图 2 一 27) 。 
间 : 在 研究 二 元 函数 的 最 
天 值 {或 最 小 值 》 时 ， 
应 注意 什么 问题 ? 

答 ; 与 一 元 月 数 扯 类 位 ， 
在 研究 二 元 函数 的 最 大 
值 (或 最 小 从 时， 应 
注意 下 面 儿 点 : 

《IT) 一 般 在 有 益 闵 起 上 研究 二 元 连续 淆 数 的 最 大 值 〈 或 最 
小 信 ) ， 

《2 ) 在 求 二 元 国 数 最 天 值 〈 或 最 小 伟 ) 时， 应 求 出 函数 在 
隔 域 肉 的 所 有 上 朋 值 〈 极 大 值 与 极 小 值 ) ， 并 与 闭 域 过 界 的 国 数 
值 比 较 ， 拷 出 最 天 或 最 小 的 数值 。 | 

由 于 在 很 多 疝 题 中 ， 求 男 数 在 过 界 上 的 玖 数值 是 比较 复杂 
的 ， 所 以 在 计算 函数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 时 ， 如 果 根 据 已 知 
条 件 的 分 析 ， 可 以 首 定 函数 的 最 太 值 (或 嫩 小 值 ) 不 串 能 在 
闭 城 边界 上 取得 ， 则 可 以 不 必 与 边界 的 消 数 全 比较 ， 

C3) 在 求 列 域内 函数 的 极 值 时 ， 应 注意 哪些 使 匡 数 的 侦 异 
数 不 存 在 的 点 ， 

C4) 求实 际 何 题 的 最 太 值 (或 最 小 值 ) 时 ， 应 首 光 根据 已 
知 条 件 求 出 消 数 的 解析 式 ， 然 后 再 进行 计算 ， 

《5 》 和 如果 根 据 实际 问题 的 已 知 条 件 可 以 判断 了 县 数 的 最 大 值 
(或 最 小 值 ) 在 团 区 域内 取得 ， 且 求 得 的 驻 点 又 是 唯一 的 ， 册 
可 议 根据 问题 的 实际 音义 直 控 电 定 该 驻 点 是 函数 的 最 大 值 (成 
基 小 恒 》 点 。 

问 ， 如 何 求 一 个 三 角形 ， 使 其 三 个 项 角 的 正弦 的 乘积 取得 最 天 
情 ? 

答 : (1) 普 先 求 出 昌 数 的 解 本 起 


图 2 一 27 
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设 三 般 形 的 三 个 内 让 为 X,Y -人 二 让 ) 

显然 有 % 记 0, yy 之 0, 之 % 十 小， 

根据 题 意 可 得 钞 数 解析 式 为 : 

Tx, VI 一 SinWv siny Sin ~ (HT YY}) 
=sinx*sinysin(s + y), 
( 2) 确定 昭 数 定义 城 
根据 问题 的 实际 意义 ,显然 这 个 了 数 的 定义 城 是 以 下 级 * 二 0, 3 
王 0 和 和 x+y 一 7z* 转 成 的 三 角形 四 域内 《如 图 2 一 28) 。 


C3)" Bf coswesiny sin(s+ 7) + Sinxrsiny COS 
《区 十 YY) 二 Sin sin(2%+ Y), 


2 一 SiNnx*Cos y+* Sin{’+ 3 十 Sinxe siny* cos 


(Xx+ y) Snysin(r+2y), 


解 方 程 组 
"| Ek —U, 
hb 
、 of , 
Xr Oy 
~ ~ Sinx% 和 Siny 寺 0， 说 
一 订 一 - 已 一 - -上 人 二 习 ， 
i sint% + 27}=0, 
图 2 一 28 解 之 ， 得 2%* 十 y= 二 zn， 且 %* 
十 2 一 开 ， 
向 = 工 ， 
3 
EL 
3 


由 于 函数 (x, 3) 在 边界 上 的 函数 值 为 零 ， 而 点 ( 王 ， 工 ) 又 二 
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函数 的 唯一 驻 虚 ， 所 以 ， 可 以 断定 点 ( 过， 茎 ) 就 是 函数 的 最 人 
值 点 。 因 此 当 三 角形 为 等 边 三 角形 时 ， 半 个 顶 角 正 芝 的 乘积 取 
得 最 大 值 ， i 
问 ， 如 何在 平面 zoy 上 | 


求 一 点 PP (x, 了) "使 该 点 
机 
国有 {py) 
x i 


一 16 这 三 厅 直 线 的 距离 
平方 和 最 小 ? 

答 : (1) 首先 求 出 国 效 
的 解析 式 ， 
设 所 求 点 为 P(x, )， 图 2 一 29 
如 图 2 一 29 所 沪 ， 点 了 P(x, 到 x 畦 的 距离 为 了 》， 则 到 y 轴 的 
距离 为 %， 到 直线 x 十 27 二 16 的 了 距离 为 


到 x=0, y=0 和 x+2y 
区 


了 一 入 十 2 一 16| -| 才 十 2 一 16| 
ww 1 十 4 5 
则 根据 题 意 可 得 天数 为 
和 = + + 
(2) 求 驻 点 。 
DOF .127T347 一 32 Hf _18y+dx—61 
本 5 有 b 6 ， 


分 2/ 一 = 8 y=16 
令 忆 三 0， 0, 解 得 * 5， » 5。 


aaa 四 
由 于 函数 的 最 小 值 点 显然 在 三 角形 有 皮 闭 域内 家 得 (如 图 2 一 
29) ， 且 求 得 的 驻 点 又 是 唯一 的 ， 所 以 点 ( 专 ， 剖 ) 即 为 所 求 ， 
问 :什么 是 条 件 极 值 和 无 条 件 极 值 ? 
答 ， 在 研究 多 元 抑 数 的 极 值 时 ， 常 遇 到 两 类 不 同 的 问题 。 一 类 是 
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上 上 疝 讨 论 的 函数 极 值 ， 对 填 这 类 问题 ， 我 们 除了 爱 求法 数 的 让 
迹 芭 箔 限制 在 定 交 成 肉 ， 没 有 其 它 限 山 。 另 “类 由 要 有 求 范 数 的 
生变 量 和 了 受 定 义 声 的 条 件 限制 外 ， 还 要 受 男 外 一 些 条 件 的 限 
缸 、 倒 如， 
《1》 求 久 数 xz 一 #y 在 适合 条 件 Y 十 7 一 1 下 的 极 天 值 ， 
《2 ) 求 表 面积 为 下 的 氏 方 体 体积 的 最 大 值 ， 
这 种 带 附 坟 条 件 的 极 值 问题 称 为 “条 竹 极 值 * 问 题 ， 把 前 而 闭 
种 不 带 附 加 条 件 的 极 值 侣 题 称 为 无条件 极 人 秆 "问题 ， 
间 ， 如 但 解 泰 件 极 值 问题 ? 
答 : 《1) 从 理论 上 讲 ， 条 件 氢 值 可 以 转化 为 无 条 件 段 和 植 ， 然 后 
利用 前 而 所 学 的 方法 求解 。 
例 旭 ， 求 盖 北 z=%y 在 适合 条 件 * 十 Y= 一 IT 下 的 极 大 慎 。 
解 : 由 条 件 * 上 yy 一 1 可 得 ,一 1 一 区 


则 2=%y=%(l 一 区) 一 区 一 区 


仿 吕 一 0， 名 和 -上 
“人 解 得 2 


求 得 唯一 驻 点 (三 ， 二 )。 
4=—2, B=1, C=—2, 


则 总- 一 4 一 一 3<0。 
所 以 函数 在 点 { 款 ， 亏 ) 处 到 得 机 大 值 了 (二 ,去 )= 二 ， 
又 如 ， 求 表面 积 为 的 长 方 体 体积 的 最 大 值 ， 
解 : 没 长 方 体 的 长 、 宽 、 敲 分 别 为 Y、4、2 册 所 求 问题 为 ， 
在 条 件 247 士 273+ 24z 一 人 限制 下 ， 求 图 数 亚 = 73yz 的 最 大 值 ， 
由 条 位 2%Y 二 245g+ 273 一 生 ， 可 得 


全 一 2YXy 
2x%+2Yy 


于 是 可 将 问题 转化 为 无 条 件 极 值 问题 ， 即 米 
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Vy 2 


2%+29y 
的 极 上 大 值 问题 ， 

令 -一 0, 汪 -=0, 解 得 4 一， 一生， 求 得 前 数 
的 唯一 性 点 (了 和， 二， 过 字 ) 

由 于 函数 的 最 大 慎 骨 定 存 在 ， 所 以 点 (后 ，-， 沪 ) 训 


是 孙 数 的 最 大 值 点 ， 且 车 数 的 晤 大 值 为 : 
ra ed a a 
Me 
《2 ) 在 一 般 的 问题 中 ， 将 条 件 极 值 转化 为 无 条 件 极 值 求解 
是 困难 的 ， 有 了 时 其 至 旦 不 可 能 的 。 因 此 ， 委 用 一 种 特殊 方法 求 
解 多 元 国 数 的 条 件 报 值 问题 ， 这 种 方 基 称 为 拉 格 朗 日 滋 数 法 ， 
为 了 求 男 数 .xs, 切 在 条 件 9(%， =0 的 限制 下 的 极 值 ， 可 
用 常数 i 乘 f# (x%，y)}， 然 后 与 (x, y) 相 加 ， 得 到 一 个 新 的 国 数 
Fr, y= fx YAP, y), 
我 们 称 这 个 冰 数 为 拉 格 朗 日 前 数 ， 
根 据 户 数 六 (x, ) 求 无 条 件 极 犀 的 方法 ， 有 
全 y= f(x, y+ AP 4 一 0 


本 = fy ty, ~ 十 2 (YY， 4 一 人 0， 
然后 将 方程 组 与 方程 p(x， YY) 一 0 联 立 ， 得 


F(x, yy} = D0, 
{Fy 7) 二 0， 
PE, Y=. 


解 这 个 方程 组 ， 求 型 5 、y ， 则 点 Plx, y) 就 可 能 是 符合 人 条件 
2 (xz 7) 二 0 的 函数 (x, 入 的 极 值 点 ， 我 们 可 根据 实际 问题 的 
意义 进一步 判断 并 求 出 极 伞 ， 

例如 ， 稍 用 拉 格 明日 乘 数 法 求 国 数 ?一 <9 在 条 件 x* 二 p= 二 1 下 
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的 极 太 值 ， 
解 : 首先 炒 山 拉 格 同日 孙 数 ; 
Fx, Y= XW) TA NY) 
—%y A(T+Y—1), 
Pw, y=Yy+d, Tytx, Y) =%+ 1, 
所 以 得 到 方程 组 


F's(%, y) = y+2= 0, 
{Fy 一 下 十 多 一 0 


5. ] 1 
得 第 一 一 一 一 
解 2 里 J 多 时 


由 于 函数 肖 定 有 极 大 值 ， 划 点 。 ( 。， 壤 ) 是 唯一 的 ,所 以 ， 


钞 数 在 点 ( 志 , 坪 ) 处 取得 符合 条 件 :%+y==1 的 极 大 值 : 了 (十 ， 


1 
2)=: 

问 ， 将 周 长 为 2p 的 矩形 绕 它 的 一 
边 旋转 而 构成 一 个 区 柱 体 ， 和 矩形 
的 边 长 各 为 争 少 时 ， 可 使 加 柱 体 

几 ”3 的 体积 最 大 ? 

答 ， 我 们 用 拉 格 朗 日 乖 数 鞭 进 行 计算 。 如 图 2 一 30 质 示 ， 

设 短 形 长 为 》， 宽 为 x*， 则 贺 柱 体 体 程 为 
V(X, y) 一 nx 
据 题 党 得 冰 数 的 附加 条 作为 : 24 十 29 一 2 加 即 
YY P= 
拉 格 疲 日 函数 为 
Plx, Vy) =nxiy+Aatx+ yo— pp) 
FAR WV) = 2 二 ， 


得 方程 组 
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HX 2 十 
{Fy 有 一式 和 十 中 
二 YY 一 p=， 


2 2p, yl 
解 得 * 一 本 乡 ， J 二 a?- 
由 于 所 求 的 赴 大 值 必 存 在 ， 且 点 (也 如， 全) 唯一 ， 所 以 ， 当 


算 形 长 为 全 ， 宽 为 乞 p 时， 以 长 为 勿 进行 施 转 的 旋转 体 的 体 和 
苹 大 ， 
癌 ， 如 售 在 平面 3x 一 2z 一 0 上 求 一 点， 使 它 到 点 及 (1, 1,1) 和 
BB(2,3,4) 的 距 订 平方 之 和 为 最 小 ? 
签 : 设 扬 求 点 为 并 Gx， 他， 着 根 据 题 意 得 到 阅 数 为 
fr, FD TFI) + so 1 
TE Cty 8) + (a 4) 
= x1) Cy 1) + (sm 1) (2) 
十 【入 --3)2 十 (3 人 2 
附加 条 件 为 : 3x% 一 2 二 0、 
荔 以 ， 拉 格 斋 日 唤 北 为 
Px, yy 四 一 《和 一 二 《和 -直人 
十 【YY 一 3 二 (一 十 3X 一 28) 
上 (3 
Py V2 O21) +2rY 3), 
Tx, ,2 =2{t2--1)+2(2— 1 一 24, 
得 到 方程 组 


141 


一 2 一 1 十 2 一 2) 十 314 一 0 
yy, 2 一 1}+2(y 一 =0 


3 区 一 2 二 人 0 
21 63 
每 和 二 一 一 二 二 一 
解 13’ ~ 2 03 26* 


由 于 所 求 的 最 小 值 存在 ， 且 求 得 的 唯一 驻 点 (全 ，2 ,号 j 在 平 
面 24 一 2z 一 0 上 ， 所 以 起 { 生 ，2 , 旺 ) 即 为 所 求 。 
回 : 抛物 面 z 一 x + yy 被 平面 x+y+z 一 1 截 成 一 个 实 圆 ， 如 何 
求 原点 OC0,0,0) 到 棋 圆 的 最 长 与 最 短 距 离 ? 
答 ， 如 图 2 一 31 所 示 ， 设 原点 0(0,0,0) 到 椭 财 上 任意 一 点 M(x， 
》, 0 的 距离 为 4 ， 
XY 和 二 VT 天 十 入 ， 
现在 要 求 函 数 4(x, y, 驴 的 最 大 值 与 最 小 估 ， 


1 


"Mix yl 
~ + 计 2 


一 一 


-有 


图 2 一 31 
根据 题 意 可 知 ， 点 M(z，y 分 既 在 抛物 面 :一 说 十 刀 上 ,又 在 
平面 z+ y+2 二 1 上 上， 所 以 ， 我 们 得 到 函数 4 的 两 个 附加 条 件 : 
PE YW = 0， 
FalNy YY, 2) =%+ ye-1=0. 
这 样 拉 格 朗 日 函数 为 
F(X, yy, DD =A(x, V2) 十 站 各 玉芝， 六， 的 + ha {XY 2) 


142 


二 VA 十 入 十 2 十 A 一 一 十 ha 二 Y 寺 2 


四 1), 
所 以 得 到 方程 组 
区 
EE’, 和 四 一 区 十 上 一 站 
X,Y») 十 如 十 六 » 
J 
TY 一 一 2 十 一 人 
Fy VY 3 VT 2A1Y :三 0 2) 
下 (和 ) 一 一 1 十 422 二 0 
2 Vt © 
2 XY 二 eh 
% 十 了 十 3 一 1 一 0 加 
CT 
一 -20x 一 人 一 0 
WA 十 十 及 2 
1 
一 《YX 一 一 -一 -一 一 一 一 0， 
(x (J 24! )=0 
解 得 
] 
二 YY EF 中环 一 -一 一- 一 
或 ! 2 N+ 十 
将 上》 二 x 代入 人 D、 回 ， 得 
{ 9) 
z=1—2% 全 


将 二 代入 轧 ， 得 


: I 
十 一 一 二 从 ， 
2 


1 3 

x 二 一 -一 ”二 

解 得 业 Y 
二 一 ww 3 -一 En 一 一 
网 xz 一 二 一 二 
_ 一 Tvw 3 a 
了 辟 sx = 二 y = 二 1 Ya， zz 一 2+w 3， 
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电 于 原点 到 类 畏 距 离 的 坡 大 介 与 靶 小 值 肖 定 存在 ,所 以 ,将 上 
面 求 得 的 点 (二 53 ,一 13 V3) 3 


i 
2 


，2 十 VV 3) 代入 距离 函数 ， 得 到 


(t+ (t+? 


tuning 2 < 


— 9— 5, Sv 3 ， 


mattr, Y ,2) = . 2 2 
= 9 3 ， 
十 、 小 结 


在 这 一 华里 ， 我 们 学 习 了 以 下 元 畏 数 为 主 的 多 元 妙 数 微分 法 
皮 共 应 用 ， 综 合 起 来 ， 读 省 应 明确 以 下 此 点 ; 

1 。 二 元 函数 的 定 允 域 一 般 是 一 个 平面 区 域 ， 常 用 联 立 不 等 
式 表 示 。 

2， 竺 吉 二 元 蝎 数 的 变化 率 ， 是 在 证 其 中 一 个 自 变 其 保持 不 
变 ， 而 只 是 让 另 一 全 自 变量 变化 的 情 误 下 进行 的 。 在 这 个 基础 上 
产 牛 了 何 导 数 的 概念 。 偏 导数 基 全 章 最 基本 的 概念 ， 它 是 学 习 其 
它 内 容 的 基础 ， 在 半 幸 侦 导 数 概 念 时 ， 读 者 可 与 一 元 函数 的 相应 
和 概念 对 照 进行 小 结 ， 

3 。 多 元 国 数 微 分 靶 重 虑 是 复合 范 数 的 求 导 ， 因 为 多 元 国 数 
的 高 阶 导数 、 隐 函数 未 导 均 可 以 归结 为 复合 函数 求 导 。 木 党 中 我 
拉 畦 别 强 调 了 利用 链 式 图 求 复合 函数 的 导数 ， 这 是 读者 应 这 党 操 
的 ， 
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4 。 多 元 尔 数 微分 法 的 应 用 主要 包括 下 而 三 个 方面 : 
(C1) 几何 应 用 ， 求 切 平面 、 法 线 、 切 线 和 法 平面 的 方程 ， 
(2) 近似 计算 ， 应 用 全 微分 进行 近似 计算 及 其 误差 估计 . 
(3 ) 区 匹 国 数 的 颖 位: 无条件 极 值 和 条 件 极 值 的 计算 
读者 可 系统 总 结 出 上 述 问 题 的 公式 和 典型 间 题 的 解决 方法 ， 


十 一 、 思 落 练习 题 
1 ， 求 下 州 各 消 数 的 定义 域 ， 并 阐 出 赂 形 ; 


(1)2—=V Yt yaa; (2)3= 汪 2 
区 ”十 风 
(i 一 所 一 监 ， (C4) s=x% VY; 
~ 
{9g= y+lnx; C6)as=ln(xv), 


2 。 求 下 列 霄 数 的 极限 ， 
(1)1im( 估 中 xy 二 95 《2)》 lm SLE, 
人 2 


二 一 全 + : 
v1 yy 
(3)lim (XE Yet , 
3 。 炒 下 列 各 函数 的 偏 导数 
(1)s= 记 一 完 : (C2)2=xV V+, 


/x 


(C3)z=ln(%t+V it Yi) (4)s= arctg 二 


(5) z=e }, 

4 。 求 隐 数 一 e* 的 一 阶 仿 导数， 

5 。 已 Nuarccosy/ 世 ， 试验 证 ， OY — da . 
3} Bro 


6 。 求 下 列 图 数 的 全 徽 分 : 


ds 


YY 


一 二 
(1 =V w+ yr (2)2 ry 
( 3)4= C4)nw=X", 
7 ,已 知 # 二 In(e*+e)， 求 -， 若 Y=# 0 二? 
EE 名 
1 .bp 2 
8 。 设 2 二 (四, 二 9) 求 一 -，。 
Gy 
9 。 设 x 二 #0 Y= 一 V2= :yt 求 22 ， fz, 
[2 曲 时 De” By 


10。 求 函数 4 二 3gxy 一 知 一 9 的 极 值 〈e>>0) 。 

11。 在 *0Y 平 面 上 找 一 点 ， 使 它 到 4(00,0)， 吾 人 0，C《0， 
1) 三 点 中 见 的 平方 和 最 小 ， 

12， 实 验 室 要 做 一 个 容积 为 伙 的 无 盖 长 方 人 和合 ， 癌 应 怎样 选取 
长 、 宽 、 高 ， 才 能 使 所 用 的 材料 最 省 ? 


十 二 、 思 考 练习 题 舍 案 或 提示 


1。({1) 必 + wa?*， 图 形 是 贺 周 ++y: 二 a 的 外 部 区 域 ( 含 


圆 局 )、 
《2 3%2 + ye0, 图 形 是 整个 #0 坐标 面 ， 但 除去 原点 ， 


03) 每 + 其 图 形 是 椭 加 二 和 = 1 的 内 部 闭 区 域 ， 


(4)y2>0,E 图 形 是 x0z 弛 标 面 的 上 闪 平 面 
(5)%x>0， 图 形 是 xoz 坐 标 面 的 右 半 平面 。 


x >0, x <0, 
| 与 { 
J 


y<0. 
2, (1)7; 《2)1s (3)0。 
3 (1) ze 一 六 一 于， 加 一 一 到 + 襄 ， 


了 4 


‘VV, Ea + 
(20)3 J 3 y 2 Ep 
(drm RT TT RT 
本 

( 4 2 eo PE J Wy 
C5) 一 字 < 了 kh > - 

2 一 2 wxy Og Ee Paz a ey 
1 wi Fo Yt)e ”Oy 49 。 
5。 略 ， 
6, (1)drm QUAOUY (9dr= -了 人 十 人 07 ， 

WA 3X2 十 3 ’ 【等 十 和 7 


y 
=e" (2axti 
(3) dz=e" 【一 2axz+ 二 4y 小 
《4 68 一 %y (yadx t+ xolnxdy + xyinxdz). 


Ey 2 a 
(2) 人工 3 , 


7 Bx 十 如 


Bz Ow 4 D2 
“Bs dy dy” 
9 .8 一 2 (Xax— ydy). 
10. 和 在 点 (a,a》 处 有 极 天 值 ， 极 大 值 为 1tcoysy 三 


11. P( 二， 于) 


12。 当 合 语 为 边 长 & 2F 的 止 方形 时 ， 材 料 最 省 ， 
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三 章 重 积分 


本 介 将 在 定 积分 的 菇 础 上 ， 重 点 研究 二 元 函数 、 三 苑 函数 的 
积分 问题 ， 即 重 积分 的 问题 。 重 积分 是 定 积 分 的 直接 推广 ， 两 者 
之 间 存 在 着 密切 的 联系 ， 所 以 在 学 习 重 积分 上 时， 应 注意 与 定 积分 
有 关 回 题 的 分 析 与 比较 ， 分 清 它们 的 联系 与 区 别 ， 和 第 提 重 积分 特 
点 和 解决 熙 积分 问题 的 方法 。 

学 习 本 章 的 要 求 : 

1， 掌 担 重 积分 的 概念 理解 二 、 三 重 积 分 的 定义 、 衬 要 性 
上 质 受 二 重 积 分 的 几何 意义 

2 ， 部 练 掌握 在 直角 坐标 系 下 ， 二 重 积 分 的 计算 方法 ; 对 特 
殊 区 域 会 用 术 玲 标 科 去 计算 积 分 。 

3 。 掌 握 直 角 举 标 朱 下 三 重 积 分 的 计算 方法 ; 对 于 几 种 将 殊 
区 域 的 三 重 积 分 要 会 用 柱 坐 标 和 球 誉 标 条 下 的 公式 进行 计 茜 ， 

4 。 理 解 " 微 元 法 "的 思想 ， 会 用 章 积 分 解决 几何 上 和 物理 上 
的 某 些 商 单 的 占用 问题 ， 

本 章 的 重点 是 ， 重 积分 的 定义 和 二 重 积 分 的 计算 以 及 重 积分 
的 简单 物理 应 用 ， 


一 、 二 重 积分 的 概念 


问 ， 重 积分 与 定 积 分 的 联系 和 区 别 是 什么 ? 
管 ， 重 积分 与 定 积 分 的 联系 为 ; 
C1) 在 概念 上 ， 重 积分 与 定 积分 都 是 某 种 和 式 的 极限 ， 两 
者 部 是 通过 “分割 "~、“ 求 和 ”、“ 取 极限 ”得 到 的 
(C2) 在 计算 上 ， 重 积分 是 通过 " 则 次 积分 站 ?转化 为 定 积分 
完成 的 、 
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(3) 在 性 质 上 ， 重 积分 与 定 积分 具有 奖 似 的 性 质 。 

重 积分 与 定 积 分 的 区 别 为 : 

《C12) 研究 对 象 不 同 ， 定 积分 仅 研 究 一 匹 图 数 ， 而 重 积分 出 
人 钱 究 多 元 晒 数 。 

《2 ) 研究 的 区 战 不 辕 。 定 积分 仅 在 一 - 维 直 线 区 域 上 研究 ， 
而 重 积分 则 在 多 维 空间 上 研究 ， 

问 ， 二 重 积 分 是 如 何 定义 的 ? 

答 : 二 重 积分 与 一 元 图 数 的 定 积分 类 似 ， 在 本 质 上 世 是 某 种 和 式 
的 极限 ， 我 们 采用 类 位于 一 元 消 数 的 定 积分 问题 中 处 理 曲 边 榜 
形 面 积 的 方法 来 研究 以 平 功 区 域 马 为 底 ， 以 曲面 z= (x, yy) 
为 项 的 曲 项 柱 体 (图 3 一 1》 的 体积 计算 问题 ， 

1 分割， 把 平面 闲 区 域 马 任意 分 成 儿 个 小 平面 区 域 Ac 
CE] (和 如 图 3 一 1)， 


| 
] 
| 
| 


, =f .v9) 
~ 


。 取 点 求 积 : 在 A (12 "sp 上， 任 取 一 点 P; {Xs 


yO MP Nim 
里 仍 用 Asij 表 法 而 积 ) ,其 


Ff {wi VO A {Ey 
我 们 应 注音 : P(x;， J 站 可 以 是 A5i 的 过 界 点 或 内 点 ; 从 儿 何 意 
义 看 ，f xi Ya) Ai 表示 了 以 Ai 为 底 、 以 (xi, yi) 为 高 的 平 
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顶 柱 体 体 积 。 我 们 用 它 近 似 代 替 与 之 对 应 的 第 了 个 小 曲 顶 柱 体 
的 体积 (图 3 一 2) . 


ee 


i Em TF PE ES 


i 
1 
t 
| 


六 
mr “一 人 一 
就 


图 3 一 2 
3 单 求 和 : 特 各 六 (x;， yDAG 相 加 (=1 2,** ,44)， 即 


2, fw Yi Aco;= f (xi, VI AGI+ FRa, Va) MG + on 
f 二 1 


tx Var) 有 ca。 
应 该 注意 ， 这 个 和 式 的 值 与 函数 (x, y)、 区 域 D， 分 法 和 Pi 
xis 7 的 取 洁 者 有关。 从 几何 意 关 看 ,是 将 %# 个 小 平 顶 柱 体 的 
体积 相 加 ， 将 这 个 和 数 做 为 整个 曲 顶 柱 体 体积 的 近似值 ， 
4 。 取 极限 :， 当 % 无 限 增 大 ， 且 各 个 小 区 域 Ao (一 1,2，， 


%) 中 的 最 大 直径 4 趋 于 零 (maxfasl->0) 时 ， 和 式 >》 (xi 
=] 
yA 的 极限 存在 ， 即 


7 一 ]im YY flxi yi) Ao, 
no p=1 


JJ- 
则 称 极限 I 为 函数 f(x, y) 在 区 域 互 上 的 二 重 积 分 ， 并 称 国 数 
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了 (x, Y》 在 区 域 DE 上 可 积分 ， 记 为 
1 -人 lx, Vade, 
a 


其 中 ， 了 (x, y) 为 被 积 藻 数 ，x、y 为 积分 变量 ，D 为 积分 区 
域 ，a5 为 面积 元 素 ， 

这 里 我 们 所 说 的 “各 小 区 域 Ari(i= 二 1,2,*… 1) 的 最 大 直径 
da”, 是 指 各 小 区 域 Aoc: 上 任意 两 点 距 询 的 最 大 值 4 42，…， 4s 中 
的 晤 大 者 . 当 4 一 0 时 ， 明 显 可 以 看 出 ,上 闸 各 小 区 域 Asi(s==1， 
2 从 各 方面 无 限 缩 小 ， 这 样 ， 当 dx0 时 ， 极限 值 上 就 玫 
示 了 整个 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 

应 读 指出 的 有 是， 极限 值 7 仅 与 明 数 (x, y) 和 区 域 巴 有关， 而 
与 分 法 、Pi(%i, yi) 点 的 取 法 以 及 积分 变量 的 记号 无 关 ， 当 极 
限 值 了 存在 时 ， 由 王 它 与 分 法 和 Pi(xi, y1) 点 的 取 法 无 关 ， 所 
以 ， 我 们 就 可 以 用 平行 于 两 个 坐标 轿 且 等 中 的 直线 去 分 割 区 域 
DD (各 图 3 一 3〉。 这 样 ， 就 得 到 两 类 小 区 域 ， 一 类 完全 在 区 
域 刀 内， 形状 为 大 小 相同 的 小 失 形 ， 面 积 为 Az 一 Ax"Ay 《图 
3 一 3) 3 另 一 类 位 于 区 域 力 的 边界 处 ， 其 形状 为 小 矩形 的 碎 
片 ， 当 取 极 限时 ， 面 积 总 和 区 于 零 。 因 此 ， 我 们 只 需 考 厂 前 一 
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类 的 托 形 小 区 瑾 Az， 
由 于 Ac 一 AxzAy， 且 4 一 dxody， 所 以 ， 二 重 积分 可 表示 为 
了 | fx, YAS | x, YI Ara 
FR 


D 
问 ， 在 二 重 积分 的 定义 中 ， 报 限 过 程 为 什么 用 “各 小 区 域 Aci 的 
最 大 直径 2 ->0”, 而 不 用 “各 小 区 域 Ac; 的 面积 最 大 者 趋 于 零 " 呢 ? 
管 ， 因 为 ，4 > 0 指出 了 各 小 区 域 从 各 方面 无 限 缩小 为 一 点 。 从 
几何 意 交 上 可 以 保证 各 小 下 顶 柱 体 体 积 之 和 无 限 接 近 十 曲 顶 柱 
体 的 体积 , 但 仅 有 Aci; 的 面积 总 丁 零 ， 则 不 能 充分 保证 Az; 从 
各 个 方面 无 限 缩 小 为 一 点 ， 它 可 能 缩 成 一 条 线 ， 昔 然 向 积 趋 于 
零 ， 但 各 小 平 顶 柱 体 体积 之 和 泵 能 无 限 接近 曲 顶 柱 体 的 体积 。 
问 ， 什 么 样 的 二 元 函数 fF(x, 3y) 在 闭 区 域 六 上 是 可 积 的 函数 ? 
答 ， 一 般 地 ， 如 果 二 元 函数 /{%, y) 在 闲 域 DP 上 连续 , 则 了 (x, 2) 
在 D 上 可 积 , 今后 我 们 将 重点 研究 这 类 函数 ， 
应 该 注意 的 是 ， 如 果 函 数 f(x, y) 在 闭 域 DD 上 除去 有 限 条 线 
及 有 限 个 点 外 连续 ， 而 且 函 数 在 五 上 有 界 ， 则 f(x, y) 在 DD 上 
也 是 可 积 的 ， 
例如 ， 消 数 


芝 
fw = 六 RD ， 


0 (x + y= 0)， 
在 点 OO (0，0)》 处 不 连续 ， 但 在 任 一 包含 原点 的 册 区 域 五 上 有 
界 ，z 胡 f(x, y) 在 任 一 包含 原点 0 C0，0) 的 闭 域 石上 可 积 ， 


二 、 二 重 积分 的 “ 震 次 积分 法 ” 
加 :什么 是 二 重 积分 的 “ 累 次 积分 法 ”? 
答 ; 如 果 二 重 积 分 了 = 时 2X 8 的 自分 区 域 忆 可 以 表示 
Ll 
为 
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VN EY YT) XI (YENE XY) 
L 点 1 
tx 


PY 


可 
图 3 一 4 图 3 一 3 
则 二 重 积分 了 可 转化 为 二 次 积分 的 形式 ， 
r .Bb Yat) 
r= Ax, VIAX AY= | dx (| fx Ay 
D a “(XX) 
a EE 
或 了 于 fx, aray=| dy | fx, ydx 全 
D. c YE 
在 计算 定式 时 ， 应 先 计 算 关 于 了 的 积分 : 


上 机 
| 7 8, 这 时 ?为 税 分 变量 ，x 为 参数 。， 显然 ， 结 果 
+ P(X) 


为 关 十 4 的 函数 4(x)， 此 时 ， 二 重 积分 变 为 
,六 
了 一 Atx) dx, 


这 是 基于 x 的 定 积分 ， 计 算 这 个 定 积分 就 得 到 二 重 积分 的 值 了 . 
同 弄 ， 在 计算 金 式 时 ， 应 先知 计算 关于 x 的 积分 ; 
全 jos Y)Ax， 这 时 4 为 积分 变 车 ,9 为 参数 ， 基 积分 结果 
是 关于 ?向 国 数 CD)， 此 时 ， 二 重 积分 变 为 
了 一 | Boay. 


了 53 


这 是 关于 了 的 定 积分 ， 其 积分 值 就 是 二 重 积分 的 值 7. 
综 上 所 述 ， 我 们 将 二 重 积分 转化 为 二 次 定 积分 的 计算 方法 称 
为 < 累 次 积分 法 ”， 
间 ， 当 fF (x, y) 交 0 时 ， 如 何 根据 二 重 积 分 的 几何 意义 推导 出 二 
重 积 分 的 “ 黑 次 积分 法 ”? 
答 ， 根 据 二 重 积分 的 几何 意义 ， 二 重 积分 
作 re 9 和 人 的 值 等 于 以 区 域 太 为 底 、 以 曲面 := (x, yy) 


D 
为 大 的 由 巴 柱 体 的 体积 ， 这 里 不 妨 设 区 域 记 为 
人 
fT 
为 了 推出 二 重 积 分 的 累 次 积分 公式 ， 我 们 用 “切片 法 " 求 曲 顶 福 
体 的 体积 (图 3 一 6) ， 


作 与 y0s 坐 标 面 平行 的 罕 面 x 二 xo, 这 平面 与 曲 预 柱 体 相交 的 截 
Ti 是 一 个 以 区 间 (Cex(xo)， Pz (Xo)) 为 底 ， 以 空间 曲线 
zs 三 fxos3) 为 同 边 的 曲 边 梯形 。 根据 定 积分 可 知 ， 读 曲 边 榜 
形 的 面积 为 
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全 


本 (Yon) 一 (Yo VdY. 


Piro) 
一 般 地 ， 过 区 闻 [e, BD 上 任意 一 点 x 且 平 行 于 yoz 坐 标 面 的 平 
面 ， 与 曲 顶 柱 体 相交 所 得 的 截面 面积 为 


P(E) 
Ax) = | fx, ydy, 
“P(N) 


其 中 ,了 ?为 积分 变量 ，x 在 该 定 积分 中 为 参 景 ,保持 不 变 , 这 样 ， 
对 于 区 间 [Ca，2D3] 上 的 每 一 点 Y， 都 对 应 一 个 面积 为 4(2%) 的 曲 
边 宰 形 ， 我 们 把 这 些 截面 〈 小 切片 ) 加 起 来 ， 全 是 曲 顶 柱 体 的 
体积 ， 根 据 定 积分 总 又 ， 有 


V -人 A(x}Adx -人 人 f(x, ydYy Jax 
a PL1{ 


-| | 


PL 


这 样 ， 就 得 到 了 一 重 积 分 的 累 次 积分 式 : 


Fol) 
fx, Ydy, 
(x) 


0 -入 2 区 】 ' 
人 了 (2 yaxdy 一 人 A 1 ， fx, yady, 
说 | 


1 
同 理 ， 者 用 与 oz 坐标 面 平 行 的 平面 去 切 曲 顶 柱 位 ， 访 用 上 
面 的 方法 就 可 以 推出 二 重 积分 的 第 二 个 计算 公式 : 


Pot 


1 7 (%, VI Axdy -| dy | re Pax. 
D 四 .4 


Pit 
问 ， 应 用 “ 暴 次 积分 法 ”计算 二 重 积 分 的 步 踊 和 应 注意 的 问题 是 什 
公 ? 

答 : 应 用 * 累 次 积分 站 ?计算 二 重 积分 的 步骤 为 ， 

《1 》 确定 积分 区 域 九 〈 用 不 等 式 组 表示 ) ; 

(2) 根据 区 域 力 的 特点 ， 选 择 “ 黑 次 积分 "公式 ， 

(C3) 确定 积分 限 

《41) 应 用 标 次 积分 ”公式 进行 计算 。 
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在 应 用 “ 霖 次 积分 法 ”计算 二 里 积分 时， 说 广 意 的 问题 是 : 

要 根据 区 域 九 的 畦 点 ， 合 理 选 择 积 分 顺序 ， 如 条 区 域 很 方 恒 
地 表示 为 

PN) EE YE (YX) 
(i 
时 ， 则 应 先 对 3 积分 后 再 对 x 积分 ， 此 有 时， 应 选用 公式 中， 
如 果 区 域 巴 很 方 恒 地 表示 为 
他 (ENE 
CYE 
时 ， 应 上 先 对 x 积 分 后 划 对 ?积分 。 此 时 ， 应 选用 公式 名， 

确定 积分 次 序 ， 丰 有 时 还 需 考 虑 到 有 利于 找 演 原 轩 数 。 

在 计算 二 重 积分 时 ， 选 怪 不 同 的 公式 ， 积 分 限 拒 不 同 。 对 初 
学 省 来 说 ， 确 定 积 分 限 常 沉 是 比较 困难 的 ， 也 是 最 容易 出 错误 
的 。 

便 如， 计算 二 重 积分 :有 各 rdx47y， 其 中 力 为 
D ， 


人 
1 二 :和 :二 2， 


分 析 : 如 图 3 一 7 ， 积 分 区 域 六 为 一 个 征 形 ， 这 是 个 比较 简 
单 的 区 域 ， 先 对 了 和 分 驶 先 对 #4 积 分 均 可 。 
解法 1， 上 先 对 4 积分 。 


2 dx Ry = 人 dx | ay 


| 了 2 
万 工 十 峭 1 ol+t+y 


2 
-| XCarcte yt 
"1 


于! 
:2 1 
图 3 一 ? 1 
解法 2， 先 对 Y 积 分 ， 
1 2 
上 a dy =| dy | Tre 


间 ， 如何 计算 二 重 积 分 
人 dxdy? 其 中 心 为 曲 
D 
线 y= 二 x y= 35x 和 x==1 
所 围 成 的 区 域 ， 

分 析 : 首先 画 出 区 战 
D (图 3 一 8) E 然后 概 
据 区 球 吕 的 特点 决定 选 

用 哪个 累 次 积分 公式 。 

解 :， 画册 区 域 画 【 询 


3 一 8) . 
从 图 3 一 8 可 以 看 出 ， 区 域 刀 可 表示 为 


XY 
i 
1 Bx 
人 dxad’y -| dx | ay 
D 0 3 
Br 
=| > | Ax 
by 
1 
=| dxdx 
0 
1 
= 2X | 
0 
一 < 


本 题 阁 采用 先 对 # 积 分， 下面 的 计算 对 吗 ? 
根据 图 3 一 8 可 知 ， 积 分 区 域 忆 可 表示 为 


D. Ty, 


] YE5. 
所 以 ， 有 


8 y 


人 dxdy 一 dy Be 


DD 1 
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一 9 
9 于， 


上 上 面 的 计算 是 不 对 的 。 利 用 先 对 “ 积分 ， 后 对 y 积分 的 累 次 

积分 公式 计算 此 题 时 ， 应 对 区 域 思 做 新 的 分 析 。 从 图 3 一 9 可 

以 看 出 ， 区 域 思 的 右 侧 曲线 为 两 条 ， 即 x 二 与 x 二 1， 因 此 ， 
不 能 简单 的 把 万 表示 为 


1 YE 
而 许 将 区 域 忆 分 为 也 与 
DD, 其 中 


D,, vy, 
0 < yl 
王 3 一 9 D | 
] 二 <5。 
所 以 ， 有 
中 dxad y -中 dxd y+ 和 dxdy 
p Di Da 
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从 这 里 我 们 香 到 ， 回 一 个 二 重 积 分 ， 由 于 选择 不 同 的 积分 党 
序 ， 计 算 的 繁 简 程 度 相差 很 大 ， 因 此 ， 今 后 在 计算 二 重 积分 
时 ， 应 细心 分 析 积 分 区 域 的 特点 ， 选 择 合理 的 积分 顺序 ， 


问 ， 如 何 将 二 重 积分 ， 首 f(x, y) de 化 为 两 种 不 同 的 村 次 积分 
D 


形式 ? 
其 中 区 域 D 是 由 y= 二 x, x 二 ala 记 人 和 y 一 0 围 成 ， 
答 ， 画 出 区 域 D 如 图 3 一 10) 。 
1 。 先 对 积分， 后 对 x 积 分 ， 
0 EY, 


图 3 一 10 图 3 一 11 


二 fx VAG | ax] ye Vav, 
D 0 “0 


2 。 先 对 % 积 分 后 对 3 积分 ， 
EA 
Dn; { 


0 YA 
~ fo, wae -| dy | fe A Ax, 
D 0 Oy 


间 ， 如 何 将 二 重 积分 ，) f(x, y) dxdy 化 为 两 种 不 同 的 累 次 
和 
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积分 形式 ? 其 中 区 域 D 是 由 实 贺 -<~-+ 屯 一 一 1 围 成 ? 


答 : 画 出 区 域 D (如 图 3 一 11) ， 
1 。 上 先 对 Y 租 分 ， 后 对 和 积分 


-3W -和 <y 二 3MW 1- 反 


一 2 去 :区 二 2 


DD; 


, TE 
让 (0 = 1 | f(x, WaAy. 
4} 3 


-2 1 一 
4 


2 。 先 对 % 积 分 ， 后 对 3 积分 如 图 3 一 12)， 


1 Pereafi 
9 9 


一 3 二 小 妆 3 


D: 


. 2 1 
fc, waray=) day | fe Wax, 


了 一 生 -2 妈 工 - 疙 


向 ， 如 何 用 两 种 方法 计算 二 重 积 分 ， | 玫 _dxdy? 区 域 DD 是 由 


DD 
曲线 y= 二 x, xy = 二 1 和 x 一 2 所 围 成 . 
管 ， 方法 一 : 画 出 区 战 D (如 图 3 一 13) 。 
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1 。 先 对 3 积分 ， 后 对 4 积分 


D; Ea 
1 A 
Ee 2 * Xe 
, savy =| dx 1 dy 
n 1 下 
2 Eq 
1 
— 2 
1 dx 站 刺 yy 
了 国 1 六 
2 
=| CX XY 


方法 二 ， 先 对 4 积分 ， 后 对 y 了 积分， 

从 图 3 一 14 可 以 看 出 ,区 
域 万 的 左边 曲线 由 两 条 曲 
线 》 二 x 与 一方 组 成 ， 
所 以 应 将 区 域 D 分 成 两 个 
区 域 瑟 ;和 了 五 :. 

y < 9, 
Di:{ 


1 < Y 2} 
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= Ay var ty yay je 

1 、 "1f1 
-| pla) + | ld 20 

2 1 
人 和 (全 

2 1 
-sy ja + | (i) 
1 

于 
一 工 .好 

3 1 
一 卫 

3 


问 ， 首 先 对 y 积 分 后 对 x 积分 ， 能 求 出 二 重 积分 ， /一 | 32 
D 
dxdy 的 最 后 结果 吗 ? 若 不 能 .请 用 另 一 种 积分 顺序 进行 计 算 . 
积分 区 域 D 为 曲线 x 一 y* 和 x 一 y 转 成. 
答 ， 方法 一 ， 污 对 y 积 分 后 对 x* 积 分。 
加 出 了 的 图 形 (如 图 3 一 15)》 ， 


1683 


图 3 一 15 图 3 一 16 


p: {*<7EV*, 
oxil, 
. 1 we 
_ SINY 一 S1IL 4 
J | dxdy | | dy. 
A 
我 们 知道 ， 函 数 92 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 表示 ， 所 以 人 
-2 Y 4 是 积 不 出 来 的 。 达 样 ， 二 重 积分 了 就 无 法 计算 了 。 


方法 二 : 先 对 x 积 分 ， 后 对 ?积分 〈 如 图 3 一 16) ， 
VENE Ys 
p. 


0 El， 


. ll Si 


由 。 
-| dy | DY ax 


”sias 训 
一 | -一 dx 
| 
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1 . 
siny a 
-) 3 (Cy Vdy 


1 1 


= 人 sinvay -| yingdy 


1 
一 一 Cosy 一 上 一 ycogY 十 SIDJ 门 ， 
0 


=]1—cos1— (inl — cosl) 
=1— sini 
=0 ,1685 。 
从 这 里 我 们 咎 到， 合理 地 选择 积分 硕 序 ， 不 但 有 计算 繁 简 之 
别 ， 而 且 会 出 现 * 积 出 "与 “ 积 不 出 ”的 情况 ， 
问 ， 应 用 “ 累 次 积分 法 ”计算 二 重 积分 时 ， 确 定 积分 限 应 注意 慎 么 
问题 ? 
答 : 应 注意 下 面 三 个 间 题 ; 
1 。 在 应 用 * 累 次 积分 站 ”了 时 ， 里 面积 分 的 积分 限 一 般 应 是 外 
曾 各 分 变量 的 函数 (在 特殊 情况 也 可 能 是 常数 )， 
2 .一般 来 说 ， 外 面积 分 的 积分 限 应 是 常数 ， 
3 ， 在 各 个 积分 中 ， 应 注意 积分 下 限 小 于 积分 上 限 ， 
问 : 指出 下 面 各 式 错 在 哪里 ? 


(1) 人 ex yydxdy 
0D 


-[ 的 ， 小 (本 


一 对 一 


臣 
3 于 
‘% 


(2) 人 ex， yydxdy -| dx| f(x, ydy; 
0 = 
£37 


D 
有 Fex, ydxdy -1 dx fro, yydy. 
2 


165 


答 : 在 一 般 情 况 下 ， 上 面 三 个 式 子 都 有 错误 ， 

《 1) 式 错 在 里 面 的 积分 限 林 是 外 面 税 分 变量 的 菌 数 ， 而 是 
里 面积 分 的 积分 变 芋 的 函数 。 

《2 ) 式 错 在 外 面积 分 的 积分 上 限 不 是 常数 , 

(C3) 式 错 在 里 面积 分 下 限 天 于 积分 上 限 ， 这 是 因为 ， 当 
xEf2, 3 时 ， 有 wx < 之 * (图 3 一 17》 。 
sy 


图 3 一 17 图 3 一 18 


间 。 如 何 计算 没有 明确 给 出 积分 区 域 的 二 重 积分 呢 ? 

答 ， 有 些 二 重 积分 ， 在 题目 中 常 不 明确 给 出 积分 区 域 和 被 积 函 
数 ， 需 要 我 们 画 出 所 求 问题 的 图 形 ， 通 过 对 图 形 的 分 析 ， 确 定 
二 重 积分 的 积分 区 城 与 被 积 函数 . 

例如 ， 一 物体 由 曲面 = 1 一 各 -一 冰 - 及 xoy 华 标 面 所 图 
成 ， 试 求 该 物体 体积 . 
分 析 ， 这 个 问题 设 有 明确 告诉 被 积 函数 与 积分 区 域 。 为 此 ， 


可 画 出 物体 的 图 形 〈 图 3 一 18》 ， 这 是 一 个 位 于 xsoy 从 标 面 上 
三 的 椭 撞 抛物 体 . 


根据 二 重 积分 的 几何 意义 ,可 知 被 积 函数 为 ， > 一 1 一 千 一 禾 ， 


站 


积分 区 域 也 为 三 圆 抛物 面 与 xoy: 誉 标 面相 交 曲 线 蕊 +- 攻 一 = 
所 国 成 (加 3 一 18)， 
166 


从 图 3 一 18 还 可 以 看 出 ， 利 用 对 称 性 ， 可 先 计算 第 … 卦 限 的 
物体 体积 ， 然 后 再 乘 以 4 ， 则 可 求 得 物体 的 体积 〈 图 3 一 19) ， 


解 ，… 六 =- 作 ( 一 扫 一 鞭 )ax dy 


时 -各 一 六 -dxdy. 
Dt 


A 


又 ， 从 图 3 一 19 可 知 ， 区 域 吕 可 表示 为 


0 EV Ey ， 


DL: 
0 vb 
r=4))( dy 
| 『 dy al “(1 一 和 一- 次 )ax 
-和 
-人 
四 
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0 
下 Jay 
bs a 
a a Pg 
人 
4 
a rR ,ty 
六 一 了 3 了 
I (7 2 /i 
一 一 Dh vi 
六 | 二 人 
8 ” ,一 -一 
-一 和 1 
= VW) tl, 


0 


设 y=5sin0，dy 二 8cosP49， 且 当 0<7y 守 b 上 时， 有 0 么 9 去 本. 


出 
。 = dy 


-部 | 


8 


D3 


IH4 巴 


wos » Benosg edth 


bicosidudp 


人 
习 记 | 


一 3.ab| icos‘odo 
3 0 


.3.1 
3 4.2 


二 
2 


= ab. 
2 
问 ， 如 和 何 求 两 个 底面 半径 相同 的 直 交 区 柱 所 围 成 的 立体 体积 ? 
答 : 在 这 个 问题 中 ， 既 没有 站 确 给 出 被 积 国 数 ， 直 没有 给 出 积分 
了 68 


区 域 。 因 些 ， 首 先 应 根据 条 件 设 丕 两 个 圆柱 而 的 方 各 ， 并 设 这 
两 个 贺 柱 分 别 以 : 加 和 少儿 为 对 称 囊 《如 网 3 一 20) 。 
设 两 柱 面 方程 分 基 为 
二 二 RR 和 二 2 二 六 ， 


利用 对 称 性 ， 只 要 求 出 所 求 立体 在 第 一 卦 限 的 部 分 体积 (图 
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3 一 21) ， 然 后 乘 以 8 即 可 ， 
在 YOY 平 面 上 ， 先 对 4 积分 ， 后 对 x 积 分 ， 则 积分 区 域 刀 ,为 
石 ; ， { 0 》 ER 2, 
自 挟 : 革 祥 -六 
被 积 孙 数 为 :++* 一 R?, 因 x 二 VR: 一 x 
所 求 立 体 体积 为 : 
v= IE ds 
D 
一 多 (|v de 
Di 
R Ri 
= 8 | dx | VV Ri—x: dy 
0 0 


人 一 


R 
= 8) ~ Ri—x’: dx dy 


0 


| 
~ 8 人 -aas 
( 


问 ， 如何 利 用 被 积 函 数 的 奇偶 性 , 求 被 积 尔 数 为 z==12 一 3x 一 4y， 
积分 区 域 品 为 x? 十 472<4 的 二 重 积 分 ? 


答 ， 此 是 实际 上 是 求 ， 以 精 圆 乞 + 上 一 1 所 转 成 的 区 域 刀 为 底 ， 
以 平面 革 + 六 二 总 = 1 为 顶 的 申 顶 柱 体 体积 (如 图 3 一 22). 


先 对 <% 积分 ， 后 对 了 积分 ， 被 积 国 数 为 ， 3 一 14 一 和 一 二 9 
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已 一 ta 一 3 区 一 4 中 


计 
图 3 一 22 
积分 区 域 为 
Dp, (I SY， 
一 1] Y1， 


= 23x— 4 drdy 
D 
1 2 I- ys 


= ay| 2 1 dx 


-a (12— ‘Was— | a san 


1 一 ww 1 yt 2 TIT vy? 
i 2 yr 
在 积分 | az 一 "4% 中 ， 由 于 被 积 函 数 为 奇 胡 数 ， 且 积 
1 _ 1 -av 二 
分 限 为 对 称 区 阅 ， 
1 2 1 一 ys 
。 | dy| 3X4X 一 0 。 
1 一 2 和 
1 2w 1 一 入 
| dy| (12— dy)adx 
1 TI 
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= 4 | G-—ayt dx 
| 21-y 
1 2 Ty 

= 3 G—ayl Ax 
一 上 必 


-18| GNI dy 


1 1 
一 161 3w] 一 名 dy—16| 9W1T 一 92 dy 
“1 =- 1 
1 re 
=16. 6| V1—y dy—0 
0 


1 
=96| V1Ii—Yy dy, 
0 


t 
v=96| v1— wy: dy 
0 
] 四 
=96[ LY VI tarcsiny) | 
n 
ei 
一 96 可 
一 24T。 


三 、 应 用 极 坐 标 计 算 二 重 积分 


问 ， 二 重 积 分 在 极 坐 标 欠 中 化 为 黑 次 积分 应 注意 什么 问题 ? 

莹 : 在 计算 -. 重 积 分 时 ， 首 先 应 注意 根据 被 积 葬 数 与 积分 区 域 的 
特点, 来 决定 是 否 应 用 极光 标 。 一 般 来 说 , 当 积分 区 域 为 回 域 或 
圆 域 的 一 部 分 时 , 常 可 采用 极 坐 标 : 当 被 积 函 数 中 含有 关上 + 2， 


二 等 项 时 ， 用 报 坐 标 过 算 常常 比较 简单 ， 


了 7 


其 次 ， 将 二 得 积分 什 7 Yao 进行 极 坐 标 变 换 时 ， 应 注意 
下 面 三 点 : 
(了 应 把 被 积 国 数 (x, 中 的 X%、$ 用 % 二 PCos6, y= 二 Psing8 
代 换 ， 
C2 ) 将 测 积 元 素 do 有 Pdeada 代 换 ， 
C3) 将 积分 区 域 马 用 极 华 标 表 示 。 
最 后 ， 在 应 用 级 坐标 计算 时 ， 还 应 分 清 朴 点 是 否 在 积分 区 域 
里 。 痢 极点 在 积分 区 域 里 《图 3 一 23》， 则 区 域 隐 表示 为 
OPE 60), 
Dp, | 
0 2 
霹 极 点 不 在 积分 区 域 时 (图 3-24)， 则 积分 区 域 表 示 为 
人 Dp (0), 


0 


p=p(0) 
pa 

FE 7 
半 
0 

日 
0 - 一 一 一 
图 各 一 -过 贞 图 3 一 2 和 


器， 如 何 应 用 极 坐 标 将 连续 函数 Fix, y) 在 两 圆 x: 十 y: 一 4 和 
x 二 天 = 1 围 成 的 环形 区 域 D 上 的 二 重 积 分 化 为 二 次 积分 ? 
答 : 首先 画 出 积分 区 域 D 〈 图 3 一 25) 。 
可 令 极 坐标 系 的 援 点 在 原点 ， 册 积分 区 域 刀 可 表示 为 
让 | ] < 
0 
173 


”， | fr, yde= { dof yeense 有 Si 站) PP 如。 
“0 “1 


问 ， 如 何 表 极 坐 标 计 算 二 重 积 分 : Neemanay? 其 中 积分 区 
域 口 为，x 十 扫 所 全 
答 : 积分 区 域 马 是 个 以 举 标 原点 为 圆心 的 圆 闭 域 (图 3 一 26) ,可 令 
极 坐 标 极 点 在 坐标 原点 ， 则 区 域 妃 可 表示 为 
{ 由 三 -正二 -人 
0 
. fessgra y= (20goa 
D 已 
2 于 三 
=| aol eripdp' 
“0 0 
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这 个 二 重 积 分 如 果 不 利用 航 绎 标 是 积 不 出 来 的 。 所 1， 会 理 
地 利用 极 瞧 标 ， 不 仅 可 以 简化 二 重 积分 的 计算 ， 击 且 还 可 以 解 
决 某 些 直角 纵 标 “ 积 不 出 来 的 "二 重 积分 。 


问 : 如 何 计算 二 重 积分 ， 中环 -edxdy: 其 中 积分 区 域 


D 为 x*+y = 上 尺 y 转 成 
圆 域 . 

答 : 根据 积分 区 域 的 特点 
{图 3-27) , 可 用 极 坐 标 
进行 计算 ， 且 设 极点 在 
坐标 原点 。 

积分 区 域 必 可 表 

示 为 

0 Rsinn, 
p, 


_ Rpapay 


D 
,是 Hsing 
= qa0\ vw Ri— pido 
“0 “x 
ft 1 Rsing 
CPD 
0 2 +1 0 
3 .Reing 
=| [— LR:—0’) ?| dg 
o~ 3 0 


. 丰 + 
一 一 二 Rs | cna’B|dat | LT pagg 
| 3- 0 0 3 
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-Rs- 全 | [eosp | ds, 
3 3 
至 磷 
[cos: | Re = | 2 Cos300 + ba — COSiHap 
0 0 2 
和 x 
一 2 《IT 一 sin2zp) costdp— 人 2 {1—sin*0) cospan 
了 
区 下 ” 
一 | 2 (1— sin:9) dsing— > (1— sinp) dsing 
0 2 


Hl 


Er 
( Sing — sin’g ) 一 sinp 一 工 sinsg) At 
3 3 


1 一 3)+(1 一 部】 


得 
3 


li 


oe wy Tp,4 
D 4 号 


问 ， 如 何 计算 二 年 积 分 |dxdy? 其 中 积分 区 域 为 ?之 a 与 P= 


2azcos20 轩 成? 
答 : 首先 画 出 积分 区 域 忆 (图 3 一 28) 。 
利用 对 称 性 ， 可 知 


1 
DD Di 
人 区 域 D, 可 表示 为 
“SPE 2e0820, 
已 
0 4 二 
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Haray=a aray 


| | 


es] 


| vw LCOa20 


| 
re 
一 
EL 
二 


= HN 上 安 性 | 习 


pap 


” 


p2 


ns2 
] 0 


~ 
| 


到 
六 
1 


1 racos2p— 1 da0 


=2a°| 
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四 、 二 重 积分 的 应 用 


问 : 二 重 积分 有 哪些 应 用 ? 
答 : 二 重 积 分 在 几何 、 愧 理 等 地面 在 着 广泛 的 应 用 ， 
(一 ) 几何 方面 的 应 用 
1 。 利 用 被 积 国 数 .六 w, 急 = 1 的 二 重 积分 ， 可 以 计算 积分 
区 域 妃 的 面积 ， 即 


了 77 


SS, 一 1 
D 


2 .利用 二 重 积分 ， 可 求 出 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 即 
人 7 9 
3 ， 当 与 积分 区 域 忆 对 应 的 曲面 方程 := /(x， ?) 具有 连续 偏 
导数 六 ,(%, 7) 和 fyC%， 时 ， 可 求 出 曲面 面积 ， 即 
-Tr NTT dody 


《二 ) 物理 方面 的 应 用 
。 车 平面 落 片 的 密度 函数 为 x: (%, 7y)， 利用 二 重 积分 可 求 
出 该 入 片 的 质量 ， Wp 


MN, W ard y. 
D 
2 。 利 用 下 面 的 公式 可 求 出 平面 薄片 的 重心 坐标 (x#, 了)， 即 


计 二 -1 《入 本 区 本 Y, 


-中 A. 


3 。 利 用 二 重 积分 可 求 出 平面 薄片 对 旋转 轴 的 转动 惯量 ， 当 
旋转 轴 为 轴 时 ， 有 
Ts- yas Vadxdy, 


间 ， 如 何 求 双 纽 线 P: 一 a:cos28 围 成 的 面积 ? 
等， 如 图 3-29， 有 


与 aray = faxay = oa 
D Di 


Dl 


且 积 分 区 域 DD! 可 表示 为 
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已 


让 TT 
号 一 1)] ratap sol nmr 


D1 


一 外 村 cos2060 一 1 ， 和 
一 悦 。 
问 ， 如 何 求 梢 圈 吉 物 面 z=9x: + 4 与 平面 z=1T 转 成 的 立体 体积 ? 
答 : 如 图 3 一 30, 要求 平面 ?= 1 下 面 ， 抛 物 面 * 一 9 + 4y* 上 面 的 
立体 体积 ， 因 此 被 积 函 数 应 为 
Fx, Y=1— (0X + 4y.). 
积分 区 域 忆 为 X03 从 标 平 画 上 的 椭 网 域 
322 十 492<ST。 
根据 对 称 性 ， 可 仪 计算 区 域 记 所 对 应 的 了 立体 体 积 ,然后 续 以 
4 她 5。 
区 域 DD 可 表示 为 


i179 


下 一 4 ow ay anay 


1 


1 ] 
=4|sax|2™ (1— 9x:— dy dy 
0 0 
1 工行 一 
=4)’ [ys > -A ] “ax 
3 
0 0 
4 i 3 
-4 (1— 9%:) 2 dx 
3"0 
1 3 
= (sc1— (3%)") 34 C3%) 
39- 0 
4 |3% 一 1 
=4 {cs—2 030 V1 (x): + 3arcsings | 3 
HL8 8 0 
二 4 [J 3 [J 下 
| 8 2 
一 下 
12. 


间 ， 如 何 求 由 坐标 面 ,平面 x 一 4, y= 二 4 和 抛物 面 z 二 x: 十 y: 十 1 所 
围 成 的 立体 体积 ? 
答 ， 如 图 3 一 31， 各 分 区 域 姜 为 Wo7 坐标 面 上 的 正方 形 ， 它 可 表示 
为 
{ 0 yy) 
区， 
有 被 积 陋 数 应 为 z= 让 十 天 十 1， 
叫 所 求 立 传 体积 为 
180 


图 3 一 31 


r=)jja + wt ydxdy 
4 
1 tlt Vady 


f 人 
自 


_ 560 
3 全 


间 ， 如 何 求 旋转 抛物 面 = 一 世 二 艺 被 柱 面 x 上 22 一 1 所 裁 部 分 的 
曲面 面积 ? 
答 ， 如 图 3 一 32, 根 据 对 称 性 。 仅 求 出 x0y 坐 标 面 上 区 咸 D, 上 方 人 
面 9 的 面积 ， 然 后 乘 以 4 ， 就 可 得 到 所 求 的 临 面 面 积 。 
由 于 积分 区 域 刀 为 圆 域 ， 所 以 可 用 自 坐 标 进行 计算 ， 
区 域 六 可 慌 示 为 : 
0 扩 疡 二 十 ， 


D,: 00< 
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3 一 3 


图 3 一 一 时 
”被 积 国 数 + 一 汪汪 具有 一 阶 连续 偏 导数 


FX, 2 一 


“所 求 面积 S$ 为 


S vi + (ge) + (ey) xd y 
D 


-外 v 1 十 赔 十 3 drxdy 


已， 


一 | oaoas 


忆 


| 

Hr 
一 

ts | 

名 

eh 


ts| 习 二 


= 
| 
mp, Mp 


1 
V1te Bl+P’) 


上 
ie ee 
人 和 


已 ml 安 


1 
2 [Var dp 
3 2， 
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于 
= 和 (vy 8 一 1)68 
3 0 


= QV 3 一 Da， 


问 ， 车 平面 薄片 的 密度 函数 为 上 一 x: 十 y:， 如 何 求 由 x 二 1],， y= 二 0 
和 y= 二 x% 转 成 的 三 角形 注 片 的 质量 ? 
答 : 如 图 3-33， 积 分 区 域 台 可 表示 为 
- D1 
平面 薄 斤 的 质量 为 
Mos yo aray 


D 
1 


= a {w+ YAY 


图 3 一 34 


问 ， 如 人 和 何 求 位 于 两 圆 p 二 2sin8 和 PP 二 4sin8 之 则 均匀 薄片 的 重心 ? 
答 :， 如 图 3~-34， 薄 片 的 重心 必 在 y 轴 上 ， 所 以 仅 求 重心 的 纵 束 标 
乡 即 可 ， 
积分 区 域 DD 可 表示 为 


{ 291n0:T pA 4Ssing ， 


0< < 
政 密 麻 国 数 为 上 一 1， 
碰 所 求 重 心 的 维 纶 标 为 
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-站 ja 


1 1 
一 一 一 ad { . 


7 一 站 人 goes 


2 psingpad edp, 


'» 和 eof 人 psingpadp 
-js 


2 和 
站 Si 各 


25in8 


= snoa 
= 元 ， 
久 设 由 曲线 ?二 4sin06 转 成 的 面积 为 DD;， 由 曲线 ?一 2sin8 围 成 
的 面积 为 D:， 则 D=D, 一 DD;. 


了 31 全 
iy D,=2)7a0| - pAp= dT, 
[i 0 
bE 2s1ing 
同 理 ， D,=2|7a0| pdp 一 元， 
0 0 


~ DD=D.— D,=37, 
故 “了 = -ya te 1. 
因此 所 求 平面 游 片 的 重心 坐标 为 ( 0， 二). 
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癌 ， 如 何 求 均匀 半 酉 圆 一 ;+ 半 世 1 和 x 之 0 所 图 成 的 平面 薄片 的 重 
从? 

答 如 图 3 一 35， 平 商 薄 片 的 重心 必 在 % 凶 上 ， 所 以 仅 求 重心 的 横 
坐标 5 邯 可 。 


图 3 一 35 


有 将 度 因数 为 天 三 1， 
喜 所 求 薄片 重心 的 横 标 为 


:= Bl 
-Bjaa 
可 让 1 - 史 
人 aa。 =| ay| bi 
0 -8 0 
让 [ V -3 
= 二 区 dy 
一 上 吾 0 
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一 21 + 
?| Te , dy 
5 
= a 
“| (1 ay 
= 


邵 所 求 平面 薄片 的 重心 坐标 为 (-42 ，0 ). 
问 ， 如 何 求 边 长 为 e 的 正方 形 对 其 一 个 项 点 的 惯 矩 (5 一)? 
答 ， 设 正方 形 的 一 个 顶点 在 坐标 原点 ， 两 个 边 分 别 在 * 轴 和 y 加 
上 《图 3 一 36)， 则 积分 区 域 D 可 表示 为 
0 ya, 
Dp: { 
Dr, 


正方 形 以 顶点 0 的 惯 处 为 


fo -J 《2 十 yadxay 
-时 esypanay 


-ozf (和 十 2 人 4 
0 有 


2 4 
二 一 1 ， 
3 
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五 、 三 重 积分 的 概念 


向 ， 三 重 积 分 是 如 向 定 尺 的? 
管 ， 类 似 于 定 积 分 、 二 重 积 分 的 定义 ， 三 重 积分 的 定 父 为 : 
设 了 (x. yy, 2) 为 定义 在 空间 闭 域 8 上 的 三 元 冰 数 ， 
(1) 以 任意 分 法 将 8 分 成 个 子 域 AV1, AV;, AVi, + 
AV ,其 中 AV ;代表 第 i 个 子 域 及 其 体积 ， 
《2 ) 在 每 个 子 域 AF; 人 =1,2，3， 99) 土 任 取 一 点 人 (Yi， 
2 并 求 积 ， 三 (5 ，?，， NAV,, 


(3 ) 求 和 ;2 (8 ti, EAI 


i=1 
(4) 当 zca， 且 各 子 域 AT;G=T, 2 5) 的 最 大 直 币 ge > 
0 时 , 若 和 式 2 /C82 23 6)AF; 的 执 限 存在 ， 则 称 此 极限 值 为 
1 = 工 


阔 数 (x yz) 在 空间 8 的 二 重 积分 。 记 为 
lye 小 da lim Df (tn? V;, SD AV,, 


POP] 
max{adr}— 0 
其 中 空间 闭 域 2 为 三 重 积分 的 积分 区 战 ， 六 (x,y, 全 为 被 积 
因数 ， dz 为 体积 元 素 ， 
问 : 学 习 三 重 积 分 定义 时 ， 上 应 注意 什么 回 题 ? 
葵 : 从 三 重 积分 的 定义 可 以 看 出 ， 三 重 积分 是 二 重 积 分 的 直接 推 
广 ， 在 学 习 时 应 注 党 : 
1) 三 重 积 分 的 研究 对 象 是 三 元 国 数 ， 其 积分 区 域 为 空间 闭 
域 。 
(2 ) 分 割 空间 闭 域 8 的 是 商 族 任意 的 曲面 ， 三 重 积分 与 分 法 
下 点 1 Zi 的 取 法 无 关 ， 


nar 的 家 信人 = 1 ,21m yn)。 
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《3 ) 和 省 子 域 AV ;的 于 大 直径 d= 二 max{di} 一 0 (一 29 多 ) ， 
说 明 各 子 域 AV; 从 各 方面 无 限 缩小 为 一 点 ， 

(458F 称 为 二 重 积分 的 传 积 元 素 ， 在 空间 直角 级 标 系 中 ， 
车 用 平行 于 三 个 坐标 而 的 平 而 分 割 区 域 2， 则 8 可 分 成 一 些 长 
方 体 和 不 规则 体积 ， 当 了 一 0 时 ， 后 者 趋 于 零 ， 故我 们 侈 研究 
那些 长 方 体 ， 它 们 的 体积 可 表示 为 

AT ;一 由 打算 丰 人 

名 AV =Axa ydz, 

由 于 二 重 积分 与 分 汰 无 关 ， 所 以 ， 三 重 积分 一 般 表 示 为 

ye y, Da -yo 4 Sxd yas. 


( 5 ) 三 重 积 分 有 与 二 重 积分 相 类 似 的 性 质 ， 
六 、 三 重 积分 的 计算 


问 ， 在 空间 直角 举 标 并 中 ， 如 何 将 三 重 积 分 1 f(x y, Z)dV 转 


问 


化 为 三 次 积分 的 形式 ? 
答 ;， 如果 函 数 (X,Y, 2 
在 空间 闭 域 2 上 连续 , 且 
平行 于 8 轴 的 任何 直线 
与 8 的 边界 曲面 3 不 多 
于 二 个 交点 (图 3 一 37)， 
则 可 通过 下 面 三 步 将 三 
重 积分 转化 为 三 次 积分 
的 形式 。 
(1) 将 空间 闭 域 2 投 
影 到 woy 华 标 面 上 ， 得 
一 平面 区 域 D， 以 号 的 


=al X,Y) 
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边界 曲线 为 准 线 , 做 母线 平行 于 z 思 的 柱 面 ,该 柱 面 与 曲面 S 的 
详 线 了 和 将 3 分 成 两 部 分 3: 和 3$z( 图 3 一 37), 且 它 站 的 方程 分 别 为 
Sl = (X,Y), 

Sz: 3 一 Za Y}. 

则 % 与 都 是 平面 区 域 D 上 的 连续 负数 ， 且 41 寺 z。 
(2) 沿 z 四方 向 取消 数 / x, y, 2) 在 区 域 (ai, #2] 上 的 积分 ， 
此 时 蕴 将 %, y 视 为 常数 ,其 积分 结果 显然 为 x*,y 的 一 个 国 数 , 即 
pf， 


P(X, Y) = fx Y, A AE, 


wt, y) 


( 3) 在 平面 区 域 D 上 计算 函数 (x, ) 的 二 重 积分 ， 即 


fre, we HF "” 


Fp 总 


f (x, Y, 2) la aa y, 


立 1 tt, 了 


根据 二 重 积分 的 累 次 积分 法 ， 有 


je Wazay={ ds) dy f” ” Fx Y, As 


到 J rt $Y 


或 Fw Waxay={ dy fa Fx, Y, As. 
D 


¢ KItY) z1{x, 
这 样 我 们 就 将 三 重 积分 转化 为 先 对 ?积分 ,再 对 % (或 妇 积 分 ， 
最 后 对 x*( 或 力 积 分 的 三 次 积分 形式 、 显 然 ， 我 们 世 可 以 将 三 重 
积分 转化 为 先 对 和 积分、 再 对 》 (或 *)、 最 后 对 ? (或 ”) 积 
分 或 先 对 了》 积分 、 青 对 % (或 4)、 最 后 对 z (或 *) 的 三 次 积分 
形式 。 我们 把 这 种 计算 方 蔗 称 为 三 重 积分 的 累 次 积分 法 . 
问 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 应 用 累 次 积分 法 计算 三 重 积分 的 步骤 是 什 
人 么 7? 
答 ， 大 体 可 分 下 面 三 步 ; 
《1) 夯 出 空间 闭 域 2， 根据 图 还 和 所 给 的 曲面 方程 兢 定 关于 
2 的 积分 限 ， 


21(X VY) ERY). 


(2 ) 将 空间 闭 咸 8 投影 到 xoy 平 面 ， 得 一 平面 闭 域 D， 若 先 
对 ?后 对 #* 积分 ， 则 可 将 区 域 已 表示 为 
VPN) EVE YX), 
on 
如 
此 有 时， 空间 闭 域 2 表 示 为 
ZX YE， Y), 
咖 : (SS 
Xb 
(3 应 用 村 次 积分 法 计算 三 重 积分 ， 即 


百 和 3 人 zatr, y} 


fff, 3 waxdydz =| dz| dy| fw, y, DA. 


过 中 p(y IC ¥) 


在 计算 三 重 积 分 时 ， 有 时 根据 空间 8 的 特点 ， 将 8 投影 到 xoz 
平面 或 yoz 平 而 上 ， 其 方法 与 上 述 方法 类 似 ， 
间 : 如 何 计算 由 抛物 面 zx: + 六 一 6 一 z, 泽 标 面 x0x，yoz 以 及 平面 
7 二 4z, x 二 1, y 一 2 所 园 成 的 立体 体积 V? 
管 ， 我 们 知道 ， 当 被 积 辐 数 /(%, yy, 三 I 时， 三 重 积分 


je y, sadxd yds = lasayas 


为 空间 闭 域 吕 的 体积 ， 
首先 画 出 空间 闭 域 8 (图 3 一 38) ,并 确定 变量 # 的 积分 限 。 


由 于 zi(%， 办 = 地 Za 和， 一 6 一 条 一 42， 
1 = < 2 2 
7% 一 个 ， 


然后 将 该 立体 投影 到 *oy 平面 上 ， 得 矩形 区 三 D， 用 不 等 式 
表示 为 
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图 3 一 -38 


则 所 求 立体 体积 为 


vy farayas 
[a 


1 2 
-可 00 La 
”人 站 4 


0 0 


-| 
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问 ; 如 何 计算 三 重 积分 中 jzydzdydzt 其 中 人 由 双 曲 抛物 耐 


z 一 xy 及 平面 x+y 一 1， xoy 些 标 面 围 成 . 
签 ， 首 光 画 出 空间 闭 域 8 (图 3 一 39) , 并 确定 变量 x 的 积分 限 ， 


图 3 一 3 


由 于 (x 9) 二 0 ,Zot% 7) 二 和 YY 
Ory 
将 9 投影 到 yoy 平面 ， 由 图 3--38 看 出 该 平面 区 域 D 为 三 角形 
区 域 ， 用 不 等 式 表 示 为 
{ 0 yl 一 %, 


0 和 1 


所 求 积分 为 


Pyarayas 二 | Xa | ey 人 2 
0 


1 1—* 
-| Es | XY RY 
0 0 
1 


= 工人 wep? 
3 


1—* 


0 
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问 ， 如何 求 三 重 积分 中 jycoscz+ x)dxdyd 其 中 由 抛物 柱 


面 了 = *， 平 曾 xoz 和 z= 卫 一 x 所 围 成 . 


答 ， 首 先 画 出 空间 闭 域 (图 3 一 40)， 并 确定 变量 z 的 积分 限 . 
由 于 加 一 0， 及 二 


Tx 
2 

0 zo 
然后 将 8 投影 到 Yoy 


平面 上 ， 得 一 平面 区 
域 D， 且 有 


0 EV %, 
D; 
0 安慰 安 了 。 
所 求 的 积分 为 
Hoo (z+ XIAdxd yts 
丰 wx TI 


一 axf yay 全 cos (z 十 区 
0 0 0 
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i 
ax| Ysintz+ XX) 
0 


co | 当 


上 
| 


Tr 
入 


| 


wr 
ax yl— sinx)ay 
0 


Hs, 


WA 
《一 sinwyas| Yay 
0 


| 
“人 


| 于 呈 


(1 — sinx) wa 


| 

rc 一 

Tp, 
= 


ll 
“| 
i 


《区 SINnXY dx 


王 
于 一 

一 工人 十 %eos% 一 sing ] 3 
2 0 


问 : 落 将 上 问 中 的 空间 闭 域 9 投 影 到 zxo* 平 面 上 ， 如 何 计算 三 重 


mycorc +x) dxdydz? 


答 ， 如 图 3 一 41 所 示 ,8 投 影 到 xoz 平面 上 ， 得 到 三 角形 的 平面 区 
域 D， 且 有 


从 图 3- 卉 还 可 以 看 晶 ， 变 量 2 的 变 尼 范 围 为 0 扫 ? 雪 wx 。 


| | yeos (zt Xdxd yds 
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np 


ji 
wv|~ 


|= 


| 


| 一 


pi 
S| 刁 
SS, 
如 
i 
to| 洋 


刁 机 | 半 巴 
如 
、 
i 
时 | 王 


1 
1 
| 


图 3 一 41 
x 
az| Yens (z+ x dy 
0 
, A 
cos(z+»)dz | yady 
0 


| 


下 


wd | 虽 COs (2 二 xw}ods 
0 


rs | 种 


| 


章 
一 下 


% [sinGz+ 区 下 dx 
0 


Xl—sinradx 


过 后 | 司 己 t| 生 上 


人 ep 


于 i 


= 了 3%8Y 一 2sinxax | 


0 
开 


立 一 . 
= 十 [所 +xcosx 一 sing | 2 
2 人 2 
0 
省 2 1 
2° 
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七 、 应 用 柱 坐 标 计算 三 重 积 分 


问 : 什么 是 柱 面 坐标 ? 柱 面 坐 标 与 直角 举 标 有 什么 关系 ? 

答 ;， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 空 间 一 点 避 与 有 序 实数 组 (%, y》, 好 是 
一 一 对 应 的 《图 3 一 12) , 共 中 % 为 点 届 在 xoy 华 标 平 轴 上 投影 
点 卫 的 直角 坐标 。 现 在 该 坐标 面 上 ， 用 航 坐 标 (5, 9) 珍 示 点 卫 ， 
则 空间 点 弄 就 与 (pf, 9, 2) 一 一 对 应 了 (其 中 Op 之 二 00, 0 二 站 
六 -2 开 )。 


图 3 一 42 


我 们 称 有 序数 组 (Pp, 0, 2) 为 空间 点 加 的 柱 面 坐 标 ， 记 为 内 
《Pp, 9, 旭 。 显然 ， 柱 面 坐 标 就 是 平面 极 上 坐标 与 坐标 轴 z 联合 使 
用 的 坐标 ， 由 此 可 知 ， 空 间 一 点 好 的 直角 坐标 《入 人 与 读 
点 的 柱 面 坐 标 《P, 9, #) 之 间 有 下 面 的 关系 ; 


二 cos8, p= yy- 
4 一 psin2， 或 tg0 = 
Ee: 它 一 六 


问 ， 在 柱 面 坐 标 系 中 ， 当 P、 中 、z 分 别 为 常数 时 ， 各 衣 示 什么 图 
形 ? 


1968 


图 3 一 43 图 3 一 -44 
答 ; 1 ， 当 为 常数 时 ， 表 示 以 z 轴 为 中 心 轴 ，? 为 半径 的 圆柱 

面 (图 3 一 43)，。 

2 。 当 6 为 常数 时 ， 表示 过 zz 轴 的 半 平 面 ， 恋 平面 与 x0x 坐 
标 面 的 夹 角 为 (图 3 一 44) . 

3 。 当 为 淄 数 时 ,表示 平行 于 Xx0y 坐 标 面 的 平面 (图 3 一 45) 

我 们 把 这 三 个 曲面 称 为 福 举 标 面 . 

了 | 


图 3 一 45 
Pp 为 常数 【 p 为 常数 9 为 常数 
同 ， 在 村 面 业 本 条 中 ， 当 | | ™ | 
8 为 常数 ，| z 为 常数 ， ”| z 为 常数 
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时 ， 分 别 表 示 什 么 国 形 ? 


p 为 常数 
答 ，1 。 当 了 时， 表示 以 2: 轴 为 中 心 轴 ，P 为 半径 的 圆 
8 为 常数 


柱 面 和 与 xoz 坐 标 面 实 角 为 8 的 半 平 面 的 交 线 ， 这 条 交 线 是 一 
条 与 z 轴 平 行 且 距 离 为 的 直线 了 (图 3 一 46) 。 
忆 
当 
z 为 常数 
坐标 面 平行 的 贺 CC , 它 是 以 z 畏 为 中 心 轴 ,半径 为 的 区 柱 面 与 
平行 于 xpoy 毕 标 面 .距离 等 于 zx (常数 ) 的 平面 的 交 线 (图 3 一 47)。 
人 
量 当 
# 为 常数 
且 距 离 为 x 《常数 ) 的 射线 7 ， 它 是 过 z 轴 与 *0z 坐 标 面 夹 角 
为 引 的 半 和 平面 和 与 Yoy 坐 标 面 平 行 的 平面 的 交 线 图 3 一 48)。 


时 ,表示 圆心 在 z 畏 , 半 径 罕 于 2 且 与 zoy 


时 ， 表 示 起 点 在 z 畏 ，、 与 Yoy 坐标 面 平 行 


力 3 一 #66 图 3 一 -47 
间 ， 如 何 用 柱 面 举 标 表 示 球 QR; x?:+y: + zzsSa29 
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普 : 如 图 3 一 49 所 示 ， 球 8 在 xoy 些 标 面 的 投影 为 加 闲 域 D， 用 极 
坐标 表示 为 : 


“8 的 上 半球 面 方程 为 ，z 一 Vw 一 N22 一 y， 

8 的 下 半球 面 方 程 为 ，z 一 一 VE 一 i 一， 

“变量 z 的 变化 范围 为 :一 VE 一 < VR 一 Wy， 
即 Ven Sr Cv-p. 


了 9 


用 柱 誉 标 表示 如 为 
0 和 了 2， 
各 ta 
VR Ve, 
问 如 何 用 柱 面 坐标 表示 由 圆锥 面 x 二 V x+ 六 和 平面 z 一 1 所 
围 成 的 立体 V? 
答 ， 如 图 3 一 50 所 示 , 立 体 下 在 xoy 坐 标 面 的 接 影 为 图 域 刀 : 
二 信和 1， 
用 航 坐 标 可 表示 为 


图 3 一 50 


四 p =v N+ y=1, 
用 柱 坐 标 表 示 玉 为 


2 ， 


0 所 #8 志 
rr: 0 寺 P 寺 1， 
PII, 
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问 ， 如 何 应 用 柱 面 坐 标 计 算 三 二 积分 :|f (x,y,2z)dV? 
总 
(1 ) 将 积分 区 域 8 转化 为 柱 坐 标 形式 。 
C2 》 将 三 重 积分 | 作 7(z, y, 坊 6P 转 化 为 柱 坐 标 形式 ， 如 
避 


人 人 ,3,207 = fy, Daraydz 


=—)) ecose,esine z Jpdododz. 


《3 ) 应 用 累 次 积分 法 计算 柱 坐 标 形式 的 三 重 积分 . 
2 。 在 应 用 柱 坐 标 计算 三 重 积分 时 ， 应 注意 下 面 三 点 ; 
(1 ) 一 般 来 说 ， 积 分 区 域 8 的 投影 成 为 图 域 时 ， 应 用 柱 符 标 
计算 比较 方便 。 
《2 ) 在 计算 过 程 中 ， 千 万 不 要 丢掉 被 积 表达 式 中 的 因子 “po 
C3 ) 在 化 为 黑 次 积分 时 ， 要 注意 积分 顺序 。 
问 : 如 何 用 柱 面 坐 标 计 算 三 重 积 分 ,1 一 和 | z VYidxqdydz? 
2 
其 中 由 回 锥 面 x*+ x: 一 zx: 和 平面 z 一 1 转 成 
答 ， 如 图 3 一 49 所 示 ， 闭 域 8 表 示 为 
0 0 2 A， 
如 np C= T ， 
yl， 


“171=)): Vrardydz 
3 


一 Ee p dpapds 


一 宽 | (pI— pI AP 
0 


加 开工 
一 《可 一 百 ) 
27 

18 * 


问 ， 如 何 利用 柱 面 坐标 计算 三 年 积分 ，7= 11| zdxdydz? 其 
站 
中 0 是 器 柱 面 xz + y: 一 2x 一 0, 平 面 z=0 和 zs=a(a>0) 在 第 一 
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卦 限 内 围 成 的 区 域 ， 
答 ， 首先 画 出 空间 闲 域 2 (图 3 一 51)， 


从 图 3 一 50 可 知 ， 变 基 z 的 变化 范围 为 ，0 过 2 筷 a。 


坐标 面 的 投影 域 为 半 贺 闭 域 D， 时 
| 0 pcosp, 
D: 


0 < 9 所 本， 


“。 积分 区 域 8 可 表示 为 
0 二 2 
2 0 Pcnsd, 


0 < 9 < 

六 了 =| (zaxayaz 
2 

- 4 


| 
| 


(1 faeazdoao 
EE 2c0sy 可 
-1 do oo | sds 
0 必 0 
] 和 2eDs 邮 如 
[i 站 0 
2 2rogwd 
一 乞 人 0 ae 
2 0 必 


= 全 Cosidde 
0 


杂 


一 写作 Cl+cos2pyad 
“0 


下 体 郧 在 Yoy 
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Ei 
a f 1 下 
一 一 一 | 一 S1028 
2 
+) 
一 和 { 工 + 0 
2 \2 
= 
4 


八 、 应 用 球面 坐标 计算 三 重 积分 


问 ， 奸 全 是 球面 坐标 ? 球面 内 标 与 直角 坐标 有 什么 关系 ? 

答 ， 如 图 3--52 所 示 、 壤 点 可 (x*，》， 有 ) 为 空间 直角 上 举 标 系 中 任意 
一 点 ， 作 亲情 惟 直 于 xoy 坐标 面 且 相 交 于 点 Pt% ,连结 OM 
与 OP, 记 10M|== 7 ,从 正 2 轴 来 看 , 自 %* 轴 按 逆 时针 旋 转 到 OP 
的 角度 记 为 ,显然 有 :0 所 ?所 27 ,将 自 z 轴 转 到 OMY 的 角度 
记 为 686， 这 里 ，0 所 所 《图 3 一 51)。 


Es | 
TT Per, 
x {PP,»} 


加 3 一 52 


这 样 ， 对 于 空间 任意 点 邓 (*#，4， 妨 ， 就 唯一 的 对 应 一 组 煞 
CF, P, D7) 反之 ， 给 出 这 样 的 一 组 有 次 序 的 数组 CFs PP， 8)， 
就 有 谁 一 的 空间 点 喜与 之 对 应 。， 我 们 称 右 序数 组 (7+, %, 9) 为 空 
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闻 总 闪 的 球面 坐标 ， 
从 图 3--51 可 以 直接 推出 球面 坐标 与 直角 坐标 有 各 下 关系 : 
x 二 rsindcos®, ?二 ; 


了 


+ 
4 一 rsinpsine， 或 tB? : 


gs 二 CNOS0} 2 
OS 二 CC 
"0 十 十 六 


问 : 在 球 坐 标 系 中 ， 当 r, 争 ,8 分 别 为 常数 时 ， 各 兰 示 什么 图 形 ? 


图 3 一 53 图 3 一 54 


答 : 1 。 当 ”为 贡 数 时 ， 表 示 以 原点 为 球 心 ，* 为 半径 的 球面 
(图 3 一 53). 
2 。 当 8 为 常数 时 ， 表 示 以 原点 为 硕 点 ，? 轴 为 中 心 轴 ， 半 
顶 角 为 6 的 贺 锥 面 (图 3 一 54)， 
3 当 9 为 常数 时 ， 表 示 过 2 轴 的 半 平 面 〈 图 3 一 55) 。 
以 上 三 种 曲面 称 为 球 坐 标 曲 面 ， 
dn 1 
癌 ， 在 球 上 坐标 系 中 ， 当 ; 
旬 为 常数 【8 为 常数 《8 为 常数 


各 表示 什么 图 形 ? 


208 


图 3 一 55 图 3 一 56 


(ee 
答 : 1 .。 
?为 常数 
站 和 过 :* 轴 的 半 平 面 的 交 线 (图 3 一 56)。 
1 


当 
9 为 常数 
半 顶 角 为 6 的 圆锥 面 和 以 原点 为 球 心 ,z 为 半径 的 球面 的 相交 钢 


了 时， 表示 以 原点 为 球 心 ， 以 ? 为 半径 的 球 


3—57 图 3 一 #8 
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线 . 这 条 曲线 是 圆心 在 z 轴 且 与 *0% 坐 标 面 平行 的 图 坟 图 3 一 57)， 
为 常数 
3。 当 为 党 时 ,表示 过 z 轴 的 半 平 面 和 以 原点 为 顶点 ， 


z 轴 为 中 心 轴 , 半 顶 首 为 上 的 圆锥 面 的 变 钱 .这 是 一 条 以 厌 点 为 
端点 与 办 严 首 为 0 的 射 绥 了 (图 3 一 587 。 


问 ， 如 何 应 用 球 坐 标 计算 三 年 积分 ， ffreswaavs 
人 


答 ，1 。 将 积分 区 域 @ 用 球 坐 标 表示 。 
2 。 将 被 积 国 数 六 4，y， 妇 中 的 区、 了、2 分 别 用 % =*sin6。 
cosep， 了 风 一 rSinpsine， 2 一 rcosg 代 换 。 
3 ， 将 体积 元 素 3F 换 为 球 坐 标 系 中 的 体积 元 素 ， 即 
dV =risinnadradoad ee, 
4 。 应 用 村 次 积分 法 进行 计算 ， 
问 : 如 稳 应 用 球 坐 穆 计 算 半 径 为 民 的 球体 体积 ? 
短 ， 我 们 知道 ， 三 重 积分 中 当 被 积 国 数 六 xz，y， 人 = 一 工时， 其 
积分 值 就 是 积分 区 域 8 的 体积 ， 即 


= 这 也 | rsinpgadrafnae. 
号 入 
从 图 3 一 59 中 可 以 看 出 ， 当 球 心 在 原点 时 ， 积 分 区 域 9 可 表示 为 
和 去- # 六， 
2: | 0 EIA, 


v=I| ar 
2 
_ 因 2 天 R 
=| Qh | dP | rsinoar 
0 人 0 
A 2 及 
人 singae | 3 , dw 
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一 2 Rs 人 singd 
3 履 


看 


= R*(—cos0) 


让 


问 ， 设 为 图 3 一 60 的 圆锥 城 ,如 何 将 三 重 积分 1 作 f(x,y,z)dV 
人 
化 为 球 坐标 系 中 的 累 次 积分 ? 
答 ， 首 先 用 球 坐 标 表示 积分 域 2 
z =H, X=rcost, 
reosd = Wr=B* socg, 


0 过 六 :8 0 PZT 
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0 ?Hsecd, 
J 0 A, 


0 过 Eo, 


人 fx,9,5)aV = {| crsinocosy, raingsing, reosg) 
2 2 


各 2 I srit 


-| | zz | jlrsindcosw, 
0 人 0 


rsingsing, roosd) risind dr, 


九 、 三 重 积分 的 应 用 
间 ， 三 重 积 分 在 物理 上 有 哪些 应 用 ? 


答 : 三重 积分 的 应 用 是 比较 广泛 的 ， 下 面 仅 举 出 在 物理 上 三 方面 
的 应 用 


1 。 非 均匀 物体 的 质量 
者 空间 物体 9 的 密谋 函数 为 (x,y,z》 有 时， 读物 体 的 质量 为 


m=|{| A yy A 
导 


2。 物体 的 质量 中 心 


其 空间 物体 8 的 密度 函数 为 /:(x，y，z)， 则 该 物体 的 质量 中 
心 党 标 为 


Js itx, yy, 2)AV 
必 


名 一 


人 n(x y, WdF ， 
2 


fffy res, J a 
2 


= 


从 tx, vy, saAF : 
站 . 
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人 zz YJ, ZAV 

i 
外 AT 和 
a 


3 。 转 动 惯量 
空谷 物体 8 的 密度 函数 为 (x，》， 办 ， 则 物体 关于 * 轴 的 转 


动 惯量 为 


T= G+) we Da， 
2 
物体 关于 2》 轴 的 转动 惯量 为 


7 一 人 CR) (YY 2 三 
向 
物体 关于 % 转 的 转动 避 量 为 


六 = 人 e+) we， nay, 
9 - 


物体 关于 原点 的 转动 惯量 为 


7 一 人 《%2 十 %2 十 吕 ) YY AV 
咖 


《上 为 常数 ) 的 质量 ? 


答 : 由 相 于 的 对 称 性 及 密 认 因数 为 常数 可 先 求 出 第 一 卦 限 内 椭 
球 的 里 量 ， 再 葬 以 8 即 可 。 即 


M=8 者 ndV = 8 出 ay. 


其 中 8 为 搞 球 在 第 一 卦 限 的 体积 (图 3 一 61)。 


+ 亚 且 的 灾 化 范围 为 0<z<e 1- 蔡 一 其 
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图 3 一 61 


变量 了 》 的 变化 范围 为 ，0 三 7》 起 » 一 


变量 x 的 变化 范围 为 ，0 委 % 起 4， 
"积分 区 域 2 可 天 示 为 


局 : 


2 
= 8 上 wf 和 


-ave 人 zz 站 二 Vi 


在 对 少 的 积分 中 ， 令 少 = si 和 


训 # y= sf1~ 和 


Costaf ， 


a BB ds 


妆 
5V1 一 -二 costat 


FE 一- 一 
一 了 
一 8Apc | dx 人 V 1sin?h) — (1 ~—sin’t) 。 
0 0 < 
x 
B41—— costat 
& 
人 日 人 a 
= 8 PCB 到 全 和 i- 许 - V1- 了 costai 
0 0 人 性 
# ， 于 
=8/bel 1- 各 -) dx 人 cos2tdi 
0 人 0 


邑 


=2ben | (4- 和 )ax 


2 
0 环 


证 


3 
=2nber [# ~ % ] 
ya 0 


=2nbcn -人 


4 
= bean, 
3 


问 ， 如 何 求 四 0 所 x 所 1，0 志 7 所 1，0z 志 1 表示 的 正方 体 0 关 于 
z 轴 的 转动 惯量 (2 二 1) ? 
答 : “积分 区 域 8 可 表示 为 
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0 过 :了 扫 工 ， 
吓人 去 :了 去 1， 
0 祥 光 和 :1。 
. 7 一 外 (xz 十 92 
0 


1 1 1 


, dx | dy | (Cx? yy dy 


问 ， 如 何 计算 三 重 积 分 : 全 (Cx? 二 yjdV? 其 中 为 球面 z= 
0 


VA x yy 和 z=V oxy (>a> 人 ) 及 平面 二 一 
围 成 的 区 域 ， 


图 3 一 -83 
答 ， 从 图 3-62 可 知 ， 应 用 球面 坐标 将 & 表 未 为 
好 科 :Y SS， 


号 : 0< 0 < 
0 PAE2AX, 
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， 从 《%2 十 vedrd yds 一 俐 ezsinzecosey +risin20sin ey} 


| 2 
risinod vaddr 
3 了 于 A 
-| 主旨 人 dp | r’sinipdr 
必 并 
2 | 
= dv (2 sinsgdb | ridz 
外 0 [| 
六 
2. (CAs— as) | ?2sin’0ds 
3 0 
让 
= (Aa) (C1 一 Cos28 7 
5 LH 
Sindds 


te 
2 《和 -5) | 2 ginpdg— 
自 


音 
全 ososinoao | 


过 
一 .23 A) cong 2 十 
5 上 
0 
充 
1 oon’g | 
5 0 
-4 
十 .小 结 


这 一 章 我 们 学 习 了 二 重 积 分 、 三 重 积分 的 概念 。 计 算 及 应 用 。 
1 。 所谓 重 积分 城 是 多 元 国 数 的 积分 ， 其 主要 特点 在 于 被 积 
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函数 是 二 元 ‘二 重 积 分 ) 、 三 元 (三 重 积分 ) 胃 数 ! 积分 一人 
为 平面 闭 域 或 空间 闭 域 . 
从 概念 上 ,我 们 可 以 用 点 戎 数 的 积分 玉 概 揪 重 稳 分 与 定 积分 ， 


即 它 们 都 是 无 穷 小 量 之 和 的 极限 :| /pydw。 
(ze) 
(1 ) 当 忆 是 数 困 上 的 点 ， 积 分 区 域 (zw ) 为 区 间 时 ， 积 分 
1 (pydw 就 是 定 积分 : | 7(z)ax 。 
(zw) “ 
(2 ) 当 卫 是 平面 上 的 点 ， 积 分 区 域 (ww) 为 平面 区 域 力 时 ， 
积分 


人 fpyadw 就 是 二 重 积分 :了 (x， 2dvdy. 
(1p) D 
《3 ) 当 忆 是 空间 上 的 点 ， 积 分 区 域 {w) 为 空间 区 域 8 时 ， 
积分 


和 /pyaw 就 是 三 重 积分 和/ (x,9,2)dxdyda， 
(tw) 2 

2 。 重 积分 的 计算 主要 是 通过 “ 累 次 积分 "解决 的 。 即 将 重 积 
分 转化 为 定 积分 去 计算 ,正确 地 计算 重 积分 是 本 章 的 重点 ， 初 
学 者 应 注意 下 面 几 点 ; 

(1 ) 在 计算 重 积分 之 前 ， 比 较 准 确 地 画 出 平面 闭 城 刀 或 空 
间 闲 域 8 ,这 不 仅 可 以 帮助 我 们 了 解 立体 的 特点 ,而 且 可 以 帮助 
我 们 确定 积分 限 . 这 就 需要 将 空间 解析 几何 知识 予以 灵活 应 用 . 

(2 ) 正确 地 用 不 等 式 组 表示 积分 区 域 是 计算 重 积分 很 重要 
的 一 步 ， 在 这 一 过 程 中 ， 可 以 根据 积分 特点 考虑 积分 顺序 ， 并 
具体 地 定 出 积分 限 ， 

(3 ) 合理 地 选择 极 坐标 、 柱 面 沧 标 、 球 面 坐 标 常 可 以 简化 
重 积分 的 计算 ,应 注意 的 是 ， 首 先 根据 积分 区 域 的 特点 正确 地 
选择 哪 种 坐标 ， 然 后 再 根据 直角 坐标 与 上 述 坐标 的 关系 ， 将 积 
分 区 域 与 被 积 表达 式 正确 地 表示 出 来 。 

2 了 5 


十 一 、 息 芳 练 习题 


, 列 二 重 积 分 : 
1 eryaxdy， 其 中 DD: 0 委 % 近 1，0 和 ?全 1 
D 
Ls 
(2) (sin y dray, 其 中 刀 ，1 扫 站 委 2，10 委 和 入 了 ， 
D 


(3) A axay, 其 中 吕 : 加 + 源太 1 的 上 半 部 分 。 
已 
2 ， 求 由 旋转 扼 物 面 z = 一刀 十 内、 柱 面 二 二 工 和 X07 举 


标 面 转 成 的 立体 体积 . 
3 ， 用 不 同 的 积分 类 序 计算 二 重 积分 ， 站 VY 一 dxd， 


0 和 1， 
其 中 万 ， 
区 。 


CGI) 从 za8&42yE2， 其 中 用 1 委 % 二 2， 一 2 扫 》 委 1 ， 
2 


0 <<4 < ， 


xdydz  ， 0,， 1 #2 ， 1AEY 人 A 
co Cyt 其 中 ss 全 


1 和 3 雪 2 
C3) [9cos(z+ Dandy4z， 其 中 9， 四 项 物 桂 面 ?=Y 
避 
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及 平面 y=0，z=10， *+2 二 三 所 转 成 的 区 域 . 


ca %yzdxa ydz， 其 中 8， 球 面容 二 二 六 二 1 及 平面 


.| 


x 一 0，» 二 0，z 一 0 围 成 的 第 一 卦 限 内 的 区 域 ， 
C5) 0 cst yD dxd ydz, 其 中 2。 半 球面 *=w 了 太一 人 


Em 


?= >a>0) 及 平面 z 二 0 国 成 的 区 域 ， 


十 二 、 思 萎 练 习题 答案 或 提示 


1 中 C 1 ) {2— 1)?, 


呈 
C2 Ey 
16 
(3) 5， 
于 
2 。 
3。 之， 
12 


9 
4 。 一 二 ， 
(1) 一 有 


7 
(2) In2 一 总 la ， 


Tz 1 
3 一 二 
C3) 16 2 7 
1 
4 一 
(4) 48 ” 


(5) A (CAg:) , 
13 
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第 四 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


我 们 知道 ， 定 积分 的 积分 区 间 为 数 轴 上 的 直线 段 闭 人 区 间 ， 二 
重 积分 与 三 重 积 分 的 积分 区 域 则 为 平面 闭 域 与 空间 闭 域 。 本 章 
所要 研究 的 曲线 积分 ， 鞭 积分 区 域 为 平面 或 空间 的 曲线 上段， 个 
面积 分 的 积分 区 域 则 是 空间 曲面 。 我 们 将 会 看 到 ， 敬 线 积分 与 
盟 面 积分 的 计算 最 后 将 妇 结 为 定 积分 与 重 积 分 的 计算 。 因 此 ， 
在 学 习 本 章 时 , 除 应 注意 曲线 积分 与 曲面 积分 本 身 的 特点 之 外 ， 
还 应 注意 它们 与 定 积 分 、 重 积分 的 联系 。 


学 习 永 章 的 要 求 ; 
1 。 理 解 对 强 长 与 对 华 标 交 曲 线 积 分 的 概念 ， 品 练 掌握 其 计 
其 方法 。 


2 。 热 练 掌握 曲线 积分 与 路 线 无 关 前 条 件 

3 。 疏 练 掌握 格林 公式 ， 并 能 正确 运用 。 

4 。 理 解 对 面积 与 对 坐标 的 茧 面积 分 的 概念 ， 党 握 其 计算 方 
法 。 

5。 掌 所 自 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 公 式 并 会 运用 ， 

本 闽 前 重点 是 :掌握 曲线 积分 与 曲面 积分 的 计算 方法 。 


一 、 对 又 长 的 由 线 积分 及 计算 


河 : 曲线 积分 ， 曲 面积 分 的 畦 点 是 什么 ? 它们 与 定 积 分 ， 奸 积分 
有 什么 联系 和 人 区别? 

答 ， 山 线 积分 和 人 面积 分 的 特点 主要 体现 在 积分 区 瑾 上 。 曲线 积 
分 的 积分 区 战 在 曲线 上 (包括 平面 曲线 和 空间 有 曲线) ， 则 面积 
分 的 积分 区 域 在 空间 曲 证 上， 

我 们 知道 ， 定 积分 的 积分 区 域 是 数 轴 上 的 闲 这 域 ， 重 积分 的 
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积分 区 域 基 平 面 闭 战 或 他 间 周 域 , 所 以 , 临 线 积分 、 曲 看 积分 与 
定 帆 分 ,里 积分 在 积分 区 域 上 是 不 辐 的 ,由 此 决定 了 它们 在 数学 
意 叉 上 也 有 明显 的 差别 。 担 曲线 积分 .曲面 积分 的 定义 方法 . 基 
本 性 质 痢 与 定 积分 、 王 租 分 有 相似 过 水 ， 特 噶 呈 而 线 积分 与 则 
面积 分 的 计算 ， 都 是 通过 转化 为 定 人 积分 、 重 积分 完成 的 ， 

问 ， 曲 线 积 分 对 积分 区 域 有 什么 要 求 ? 

签 : 在 研究 曲线 积分 的 时 候 ， 一 般 要 避 作 为 积分 区 战 的 曲线 ( 包 
括 平 质 曲 线 己 空间 中 线 ? 是 分 段 光 请 的 ， 也 就 此 说 ,这 样 的 曲线 
契 由 在 限 个 其 月 连续 转动 荔 线 的 骂 所 连接 起 来 的 ， 连 接点 可 能 
旺角 点 。 例 如 ,第 形 的 进 界 曲线 是 分 段 光 请 的 , 抽 皇 形 的 四 个 顶 


uy 1 


点 《〈 却 各 段 曲 线 的 连接 
点 ) 是 角 点 (图 4 一 1 出 
形 的 边界 曲线 也 是 分 段 
党 谓 的 ， 其 中 原点 和 举 


图 4 一 ! 侈 4 一 + 


径 与 圆 层 的 突 点 是 角 点 
(图 4 一 2 ， ] /Ab 
问 ， 如 何 计算 质量 分 布 不 
均匀 的 平面 曲线 的 质量 ? 
| 答 : 设 xoy 六 顺 上 有 - 昌 图 43 
线段 AB (图 1 一 35)， 在 该 山 线 上 不 网 的 点 质 盟 密度 不 .- 样 ， 
设 曲 线段 4 于 任 从 一 点 (x, 处 的 线 密度 为 (x，4)， 我 们 


于 
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用 “分 割 , 求 和 、 取 极限 ”的 方法 求 曲 线段 -4B 的 质量 ， 

1 ， 肌 任意 的 分 法 将 4B 分 割 为 14 个 小 弧 段 

ALl, i, 9 矶 7 wit | Alns 
我 们 也 用 Ali 全 = 二 1,2m,8) 表示 备 小 弧 段 的 长 容 ，。 

2， 在 小 弧 段 A (41, 2 上 上 人 竹 取 一 点 Pp: (&i， ¥), 该 
点 的 质量 密度 为 oj(e，2) 。 当 分 起 很 细 时 ，Az 很 小 ， 我 们 可 
以 近似 认为 在 Al; 上 各 点 的 密度 不 变 ， 都 是 P; C6, 7?)， 则 小 
弧 眉 Ai; 的 质量 为 

A Yl A (f=1, 2 ,7s 

3 。 整 个 曲线 段 48 的 质量 可 以 近似 表示 为 

及 一 >， Am > 7 (Ei, 70) AL, 
+ 二 和 i=1 

4 。 当 分 点 无 限 增多 ， 分 基 无 限 细密 时 ， 暴 大 的 小 驱 段 maax 

AT->0 (1 24， 此 时 ， 若 极限 


Ty > PE PAT; 


i=1] 


存在 ， 财 读 极限 值 就 是 上 曲线 段 48 的 质量 MM， 即 


= DP (és ?A 
i=1 
问 ， 对 强 长 的 曲线 积分 及 应 注意 的 问题 是 什么 ? 
答 ， 抽 去 平 而 曲线 质量 的 实际 意义 ， 就 可 以 得 到 对 训 长 的 蝎 线 积 
设 畏 数 详 (x, 是 定义 在 xoy 平面 曲线 段 上 上 的 连续 户 数 ， 

以 任意 的 分 浴 和 将 曲线 段 了 分 成 个 小 段 ADf=1,2, 呈 ,7)， 在 
每 个 小 绰 段 4A1 上任 取 -点 已 (6 9， 与 该 点 对 应 的 戎 数值 
为 ($3;) 。 当 分 灶 无 限 细密 轩 , 好 max{Ali} 一 0G=1,2,…， 
nn) 上 时， 和 式 
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Les 


> /S90 AL 


i=1 
的 极限 存在 ， 则 称 读 极限 值 为 函数 x,y) 在 平面 曲线 段 ! 上 
对 弧 长 的 曲线 积分 。 记 为 


人 7 (x, ~) d= A 7) AL, 
{ i=1 


其 中 ， 曲 线段 了 称 为 积分 路 径 〈 积 分 曲线 )， 郑 数 太 (wx，y) 称 为 
被 积 函 数 ， 电 称 为 弧 微 分 ，/ (x ) 纪 称 为 被 积 表达 式 、 

从 对 呈 长 的 曲线 积分 的 定义 中 可 以 看 出 ， 对 强 长 的 曲线 积分 
与 定 积分 的 定义 方法 相向 ， 都 是 通过 “分 割 、 求 和 、 取 极限 ”的 
方法 、 所 不 同 的 是 ， 定 积分 是 在 数 轴 上 前 直线 段 ( 区 闻 ) 上 进行 
分 割 ， 而 对 弥 长 的 曲线 积分 则 是 在 平面 曲线 段 上 进行 分 割 。 

另外 ， 在 定 积分 的 分 割 中 ，AXxi(i=1,2,"…,n) 可 正 可 负 ， 
当 分 割 沼 % 轴 正 向 进行 时 ,A%x; 汪 03 当 沿 * 轴 货 向 分 割 时 :Ax; 过 
0。 因 此 , 定 积分 与 积分 区 间 的 方向 有 关 , 而 对 弧 长 的 曲线 积分 
则 不 记 ， 由 于 我 们 是 对 平面 曲线 的 绪 长 进行 分 着; 所 以 ,不 论 沿 
曲线 了 的 哪个 方向 分 割 ， 各 小 弧 段 AD GG=1,2,…,n) 都 表示 
各 小 弧 段 的 长 鹿 。 总 有 A >0, 如 di > 权 此 ， 对 弧 长 的 曲 
线 积分 与 积分 路 径 的 方向 无 关 。 

例如 ， 平 面 上 曲线 眉 48 以 4 为 起 点 ，B 为 终点 进行 分 割 
有 时 ,有 和 ADD>00=T 2 (图 4 一 3); 营 议 BB 为 起 点 ，4 


" 
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为 终点 进行 分 割 时 ， 国 样 有 有 AL; 二 0 5 图 4 一 4》。 所 以 
| fx, 4 三 一 {fx vad, 
让 好 
问 ， 如 何 计 算 对 强 长 的 曲线 积分 ? 
答 ， 对 骂 长 的 曲线 积分 的 计算 是 通过 将 其 转 化 为 定 积分 完成 的 ， 
下 和 分 三 种 情况 进行 研究 : 
1 。 如果 积 分 曲线 1 用 从 数 上 方程 表示 ， 即 
= 


[ 8 | 【ES 有) 
yw 


名 (有 与 网 ( 站 在 【机 二》 上 有 连续 导数 ， 当 上 主 从 声 变 到 志 时 ， 则 
线 上 上 的 点 经 过 的 曲线 为 上， 上 且 一 页 ，E 一 万 ， 分 别 对 应 曲线 f 
dl= Co (tty (Yat, 


1 


人 re 3) di=| f LY) ,EE)) 
i - ft 


WA 
具体 的 计算 步 最 为 : 

C1) 根据 曲线 的 端点 确定 参数 t 的 变 屁 范围， 从 而 确定 
定 积分 的 积分 限 。 为 了 保证 而 半 0， 应 注意 积分 上 由 大 于 积分 
下 已 ， 

(2 ) 将 被 各 函数 .六 z， 人 用 xz 一 2 (和 ,y= 由 代 换 . 

(3) 将 颖 微分 号 换 为 [人 的 六 上 [和 (于 型 。 

《4) 计算 定 积 分 


i1 


| fio, BDI V Fo +rCB HY dt, 
例如， 积分 机 线 了 为 横 加 | “一 402y 在 第 一 象限 内 的 弧 自 


上 ， 试 计算 对 经 医 的 曲线 积 分: 1 一 1 Ydl, 
! 
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解 ， 如 图 4 一 5 所 示 , 参 数 /的 变化 沦 围 为 0, 开 |， 


图 4 一 5 


fx Vy=Aabsinicost, 
dl=v dsint + bcosit dt, 
并 


一 全 qabsintcost vaisinf + bcosit dl 
0 


, 
-多 sin2t fa S02 | ps li+cos2t gs, 
] 2 2 

全 


令 “cos24 一 2 则 sin24ndf 一 一 ds, 具 当 1 二 0 时 ， 4 二 1， 当 #= 


_ d+abt+od 
3 d+t+b * 
2 。 如果 积分 曲线 1 用 方程 3 一 1) 表示 (所 Y 袜 如， 且 
(在 fe, 世上 具有 连续 导数 ,x wx 二 5 时 分 别 对 应 于 蛆 线 
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i 的 两 个 端 扎 ， 
d= 1+Cf' (XY ax, 


5 Se— ee— 
I -| x, yo 一 fx, fF HY 1 二 [关于 2， 
| 4 


例如 ， 积 分 曲线 ! 为 曲线 xy= 1 从 点 4( 孔 ;2) 到 点 B(1,1) 
" 的 一 段 狐 ， 计 算 : 


I = | Xi yA 


pk 
7 
=| 


解 :如 图 4 一 6 所 示 ， 
x 的 变化 泡 围 为 [十 ,1]. 


cj 一 一 -mi 


2) = ye 


1 
= 工人 Fx dtr') 


1 2 引 
一 一 。 二 (1 十 %D) 7 
4 3 


-1(vV -lL). 


22€ 


3 。 如 果 积 分 曲线 了 用 方程 4 一 上 人 (y) (ce 扩 yA) 表 未 ，X== 
(在 Cc, 4) 上 有 过 续 导数 ， 且 当 Y4=c， 4 一 人 时 分 别 对 应 于 
曲线 了 的 两 个 端点 ， 则 


T=) fx, yo 
1 


过 
= fs V THO ON TF dy, 


例如 ， 积 分 曲线 1 为 曲线 尖 二 4 从 点 4(0,0) 到 B(1,2) 的 一 
段 狐 ， 计 算 : 了 一 yl 


i 


解 : 人 4 的 变化 范围 为 [ 0 . 2 2， 


d= (2¥)] -YY a 
则 1+L 全) Ady I + dy 2 4 + ydy, 


2 
| V4 + yd(dt+ ye) 


问 ， 下面 的 计算 对 吗 ? 为 什么 ? 
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计算 ， /二 | (xtydl, 其 中 1 为 以 O40,), Ad,0) 和 
1 


B 0,1) 为 顶点 的 三 角形 〈 图 4 一 7)， 


图 4 一 7 
解 ， 如 图 4 一 7 所 示 ， 山 线 积分 


| (x 十 人 ) 丰 二 | 《芝士 加 + | (x 十 人 让 十 | (x+ Yi 


I | 二 上 旺 Bu 
在 线 眉 0d 上 ,有 Y= 二 0,% 二 % 县 0%， “Ql 一 dx. 在 线段 4B 上 ， 
有 二 1 一 %, % 一 %#, 日 .下 恋 量 x* 由 1 变 到 0， =V Lt 
dx=Y 2 dx, 
在 线段 B80 上 ， 有 有 Y=》，* 一 0， 日》 由 1 谈 到 0， 
Rd 

综 上 所 述 ， 有 


= (x+ ai 
! 


= | (T+ YR+ | (x + AE+ | x+ ya 
LA .4 在 BO 
1 0 0 
=| wdx+ | Cx+(1—%) lV 2d% + yay 
人 ”了 “1 
,|1 19 19 
= 下 4 + 
1 


1 
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答 : 下 而 的 计算 和 不对。 因为 如 类 长 的 曲线 不 分 必须 保 址 者 守 0， 
为 此 ,在 确定 积分 限时 应 注意 下 也 小 于 工 忠 ,由 于 对 弧 长 的 曲线 
积分 与 积分 踏 径 的 方 同 无 关 , 虑 可 将 不 符合 上 述 丑 求 的 各 分 上 、 
下 限 对 调 ， 以 惧 证 尼 全 0 

I =) xt wa 
| 


一 | 《和 十 人士 | ‘wt vd ( 《十 va 


OD 4b BO 
,1 1 1 
=| 十 | txt tli— ly 2dx + VY 
0 0 0 
1 = ，1 
二 一 十 v2 十 一 
2 2 
=1+w2, 


问 ， 当 曲线 积分 的 积分 路 径 ! 为 ， 
1，、7y = 关上 从 原点 到 召 (1 ,了 IT) 之 问 的 一 段 弧 。 
2. 由 折 厂 OAB 组 成 ,其 中 入 (1,0) ， 如 图 4 一 -8 所 示 。 分 别 计 
算 对 弧 长 的 曲线 积分 ， -| xd, 从 计算 的 结果 可 以 得 到 什么 
| 有 益 的 结论 ? 
答 ，1 .… vy 二 x 且 
和 二 区 祥 . 工 ， 


.了 | 
i 


=| XN 1 


dx 
IT ,一 一 - 
-三 | wwAT 十 (1 + dx:) 
~ 
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i 2 | 
2 2 
一 到 人 《十 4 》 | 
=~l1(5w -1) 
12 
2 。* 折线 0.4B 由 线段 04、AB 组 成 ， 
及 在 线段 04 上 ,有 Y=0， d= Ax, 在 线段 AB 上 ， 有 %=1, 好 一 


Ady, 


-| XA 十 a 


图 4 一 9 


由 此 题 可 以 奢 出 ， 对 统 长 的 曲线 积分 虽然 与 积分 路 径 的 方向 
无 关 ， 但 当 积分 路 径 的 起 、 终 点 确定 后 ， 曲 线 积 分 的 值 一 般 随 
积分 路 径 的 不 同 而 不 同 。 因 此 ， 对 弧 长 的 曲线 积分 在 -一般 情况 
下 与 积分 路 径 有 关 ， 

间 ， 如 何 计算 曲线 积分 ，1 二 1ev” ”dl? 其 中 了 为 图 周 xz 二 


I 
2 一 全、 直线 7 一 = 及 x 轴 在 第 一 象限 所 围 成 的 封闭 曲 绕 〈 转 4 一 - 
9 , 葵 ， 如 图 4 一 9 所 示 ， 积 分 时 线 ! 由 直面 三 条 直线 组 成 ， 
一 人 《0 三 人 


la y= (<x<) 
fa: Y= (#0). 
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了 fe “rg 
i 


(， Vt '+)， pr d+ | eva. 


Ll la 


i 上， 有 三 0， ax 0 
, Tv | 
| 已 d=| e*adx=0"—1., 
Li 心 
” 在 上 上， 有 %*=acost, y= 二 asint, 0Ste 
rt 工 CoB) + toatey* 
g di=| e 


全 0 


a (CC— qsint):+ (acost)’ df 


2 Wor 
= 人 ”ev 
自 
YE, 
= 2 
站 
一 #" 一 1， 


2 


= (2"— 1) 十 一 全 二 (一 


=2(e"—1) 二 一 


向: 如 何 计算 在 空间 曲线 上 对 弧 长 的 曲线 积分 ? 

答 ， 如 朱 昌 线 是 一 条 空 问 曲线， 了 Ge $2) 是 定义 在 曲线 i 上 
移 销 数 ， 则 对 i 采取" 分割 、 求 和 、 了 到 极限 ”的 方法 ,可 得 明 数 
了 了 (#2) 沿 空间 曲线 :上 对 弧 长 的 晤 线 积分 ;: 


lim i 
| PC A naxtafil 了 /Ca 写生 
= 


Be A 


| 
A Al; 
bl; M({UE NG,) 


| 


图 4 一 10 
当空 间 则 线 ? 的 方程 为 ; x=? (有 上，y 一 由 (月 一 间 ( 人 有，《【《G 扫 
tz :二 2, 且 在 区 闻 Ee， BIJ 上 立 数 四， 将 (各 寻 ) 和 有 连续 导数 ， 
则 有 


8 
| PAC | HOMEAGIAIGS 
上 


VPA +P DE to Yai, 
在 计算 中 为 了 保证 2 于 0， 应 注意 8 之， 
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例如 ， 计 算 7 了 = | (十 二 20886 坏 d 由 j 维 2 为 人 二 CosE 
r 


y=wsint, z= 2 上 的 一 自 。 
解 : 和 =v smeront i d=V a+ dt, 
于 
一 的 人 Da 十 全 vt 十 本 下 
= ht 


[= 
[ 


一 | (a bv ro At 


27 


一 we 十 本 | 《ee 十 下 
各 
， 、 1 二 江 
一 ve 人 
3 | 0 


= 2 wi Tb (a 十 br). 


对 化 标的 则 线 积分 及 计算 


问 : 如 何 解决 变 力 沿 平面 曲线 上 的 作 功 问题 ? 

答 ; 定 积 分 中 我 们 解决 了 在 变 力 〈 睫 河 不 变 ， 大 小 改变 ) 作用 
下 ， 硕 点 沿 直 线 运 动 的 作 功 向 题 , 但 在 实际 问题 中 ,质点 的 过 动 
管 党 不 是 直线 运动 缸 是 昌 钱 过 部 ， 问 时 外 力也 不公 改变 轧 的 天 
外 而 且 也 不 断 改 变 力 的 方向 ， 这 时 在 研究 变 万 作 功 的 问题 时 ， 
应 注意 下 面 两 个 问题 ， 

1 。 谈 万 的 天 小 与 方向 ; 
。 质 总 运动 的 明 线 及 方向 。 
为 解决 计 一 革 的 癌 娄 ， 扫 人 攻 拓 总 在 灾 力 天 作用 上 ， 洗 由 
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线 ? 的 起 点 4 到 终点 BB 所 作 的 态 . 首 先 对 7 作 分 割 :从 4 到 BB 分 成 
凡 个 有 向 小 缀 眉 ALl、Al;， 


¥ on Ar 《图 4 一 
MN AAA fi》， 它 信 的 长 庆 也 用 
2 x Alx (一 1,2…,%) 表示 。 

1 然后 在 每 个 小 强 段 Als 上 

Mh 任 取 一 点 村 (Eh yz， 有 

+ | 对 应 的 力 下 (#4, ?0)， 当 

四 一 * AW 比较 小 时 ， 可 近似 认 

为 下 在 AL4 上 不 变 ， 因 此 ， 

图 4 一 1 变 力 下 在 Als 上 的 功 AW， 


可 近似 表示 为 
和 于 gs 下 (Eee， 0) rAd 
由 于 Az 很 短 而 且 光 放 ， 记 以 可 用 有 调 线 自前 谭 < 近 似 代 
不， 即 
AP Me Mm Arn Ay. 
则 为 下 Ci ?0 二 也 CE 十 OE 97107 在 小 强 恨 Al4 上 作 
的 蕊 就 可 表示 为 
息 卫 有 (全 了 AL, 
=[LP(Ee, OFT OR PTI? (AXei + A df) 
=Plér, Ya AXi + OE TOA YL 
所 以 ， 变 力 忆 河曲 线 了 从 点 十 到 点 好 所 作 的 功 为 ; 


W= 2 AW. 
让 二 I 


a DCPIER, 26) Are Tt OR FA AYAI, 
k=1 


max{ALx} 一 > 0 时， 有 

lim , - 

Wa a 0 [Pen, FAXK 二 T(E Te) yj 
R= 1 
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并 记 为 
下 = | Tai, 


J, 


AB 

应 沪 注意 的 问题 是 ， 在 求 变 力 下 沿 遇 线 从 本 点 到 局 点 所 作 
的 功 时 ,我 们 用 到 了 前;-: 状 : 在 * 外 和 3 名 上 的 投影 Axx.Ays， 
而 这 两 个 量 是 可 正 可 负 的 ,因此 , 荔 玉 具有 方 则 性， 这 是 与 前 面 
求 平 而 曲线 质量 时 所 不 同 的 ，: 一 般 来 说 ， 有 


jz- -zj za. 


问 ， 对 举 标 的 曲线 积分 及 应 注意 的 问题 是 什么 ? 

答 : 设 xoy 平面 上 的 曲线 起 点 为 4， 终 点 为 B,， Pl%,Y) 与 Q(x， 
是 定义 在 i 上 的 连续 函数 .用 任意 的 分 法 将 曲线 1 由 4 到 BB 分 
成 吕 个 有 加 小 统 自 ALi( 它 的 长 度 也 用 Ax 浇 示 ,二 1,2, ,18)， 
其 中 Axt、 和 V4 为 有 和 问 线 段 冒 ;1 及 ,在 * 胃 和 2 轴 上 的 投影 ， 

在 A 上 任 音 肥 一 虚 肛 (i ?38)， 对 应 有 P(E ?4) 和 Qi， 
?xy 当 分 臣 无 限 细 窗 时 (max{Aixj 一 0)， 极 限 


T=lim > CP(EE, Ye) AXk TO 90) AY) 
k=1 


如 果 存 在 , 则 将 极限 慎 了 定义 为 冰 数 Ptx, ) 和 QCx, 9) 沾 曲 
线 i 日 4 点 到 B 点 的 对 和合 标的 曲线 积分 ， 记 为 


了 一 | pes, JE 十 过 人， 和) 到 yy， 


8B 
其 中 ，4 点 为 上 的 起 点， 互 点 为 了 上 的 终点 ， 

对 坐标 的 曲线 积分 应 注意 下 面 两 点 ; 

1 。 被 积 凶 数 P(x, 3) 与 9x, 中 的 *、 少 并 不 是 完全 独立 
的 ， 由 于 虞 及 (%, 外 在 曲线 上 ,它们 之 间 的 关系 由 由 线 ?的 方 
程 决定 ， 即 

=) 可 区 一 出 (9 。 

2 。 对 坐标 的 曲线 积分 与 积分 踏 径 二 的 方向 有 关 ， 所 议 ， 对 

华 标 的 曲线 积分 一 定 要 注 明 了 的 起 、 终 点 ， 一 般 有 
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| Dlx, Md Ov, FY) 人 一 一 | Pix, MAx tr, Yd, 
日 4 
问 : 对 坐标 的 曲线 积分 有 哪些 基本 性 质 ? 
答对 坐标 的 出线 积分 一 般 有 下 痢 王 条 基本 幅 质 ， 
1. | Plx, Vart Os, YY= CO— | Pr VAdx tO ay. 


~ 


.站 Bi 


2， Vp, yar 1 O00, way= | D(x, Yadx 
8 人 


十 jo vay, 
BB 
: 若 积 分 项 线 由己 和 并 丝 成 , 则 有 
| Plx, VIAxX+tHx, vay 
£ 


[| 


-pos wart 0 payt | Po, martQu way, 
1 [2 
间 ， 如 何 讨 算 对 誉 标的 碍 线 积分 ? 
答 : 我 们 将 对 坐标 的 曲线 积分 转化 为 定 积分 来 计算 ， 下 面 分 三 种 
情况 研究 : 
1 。 当 积分 曲线 : 出 参数 方程 2 一 Y 及，Yy 一 症候 表示， 芋 
Pp{D, 由 (2) 具有 一 阶 连 续 导 数 ， 当 上 出 < 变 到 有 时， 平面 对 应 
点 开 (x， 妇 目 了 的 起 点 4 变 到 终点 号 ， 则 


全- Plx, VAxtOx, vd 
AB 


8 
=| {PEO I SCDIO A + OGD ,GD IE Yat. 
此 


这 个 公式 表明 ， 对 坐标 的 中线 积分 的 计算 步骤 为 ， 

《1 》 将 被 积 表 壕 式 中 的 % VW、dx、d 顺 次 摘 为 o( 乓 ， 扣 (站 ， 
oat, gtart., 

<2》 限 据 积分 曲线 7 的 起 点 4、 终 点 B， 得 到 空 时 大 的 变化 范 
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转 C<，42， 首 以 < 为 定 积分 下 限 ， 8 为 定 积分 上限， 应 法 注意 
的 是 ， 这 里 仅 归 求 扑 让 一 < 时 对 应 了 的 起 点 ,t=B 肝 对 应 i 
的 终点 卫 ， 和 而 不 要 求 一定 < 之 8， 
《3 ) 计算 关于 变 车 的 定 积 分 ， 

例如 ， 计 算 工 一 人 x4y 一 ydx， 其 中 4B 为 半径 为 和， 图 心 


地 症 


在 坐标 原点 的 上 半圆 周 ， 始 点 为 4(t4, 0)， 终 点 为 BL 一 4, 0) 


“图 #4 一 12} 。 
| x 
Biad) VU AtD, 0) 


图 4 一 12 
解 ，… 积分 曲线 4B 的 参数 方程 为 


区 一 4COst y=asint, 


其 中 0 系 #ST， 且 起 点 4 对 应 1 一 0， 终 所 吾 可 应 ! 站。 


". 了 一 | XH yO— WIN 
.4 
由 
= tonstiasinty dt— gsint (acost} df 
J 
页 
-a | Ccosst + sinp) af 
0 


=aY di 
| 
= TA, 
<。 当 积 分 轴线 出 方程 y= f(x) 表 4， 其 中 当 % 二 a 时 对 
应 上 的 起 点 了 4， 当 #= 一 时 对 应 了 的 终点 他， 则 
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7 人 Pos, Wdx+ QC%, Wdy 
EP 


=| {PE%, f OXYI + OC, f FYI f(x) dz, 


这 公式 表明 , 当 积 分 曲线 ?由 2 二 了 (7X) 表示 时 ,应 分 别 将 y》、#y 
鸯 次 换 为 (x) 、J'(x)dx， 并 根据 ?的 起 点 4、 终 点 旦 确定 * 的 
变化 范围 ， 并 由 此 定 出 定 积分 的 上 上、 下限 ， 最 后 计算 定 积分 。 


例如 ,计算 T= Fdx 与 了 =| V34y， 其 中 1 为 
! 上 


以 原点 为 起 虚 ， 以 召 〈《1，1) 为 终点 的 抛物 线 y 一 妇 上 的 一 让 
弧 〈 图 4 一 13) ， 


图 4 一 13 4——]14 
解 ，““ 积 分 曲线 i 的 方程 为 Y= 二 xX?, 0 寺 # 入 1， 


了 -| Ves) Vasf Yd%= 二 ， 


| 1 1 2 
T= VYady = Vwi2xdx = 2xdx==, 
,7 | es 
3 。 读 者 可 以 自己 练习 写 出 积分 曲线 ?由 方程 *=$(y) 表 示 

了 时， 对 坐标 的 曲线 积分 

| Po part Or, Way 

AB 
236 


的 计算 会 式 。 
问 ， 如何 计 算 曲线 积分 : [一 | (x+T22)dx+(e 一 22)dy9? 其 


7 


中 1 为 (1) 折线 口 4 互 ， (2)》 直线 段 口 刀 〈 图 4 一 14) ， 


答 : (1) / =| (KE VR CH yd 
[ 


-| 《各 十 YART (x Ydy 
Od 


二 xT ydx+ (XT— yay. 
AB 
7 在 OA 上 ， 有 ， 三, Holl 
在 4B 上 ， 有 ”= 一 x* 二 2， 且 1 所 x 志 2， 


*» -| (Wy IdNT Ny dy 
D4 


+| 《各 十 y+ (Xi ydy 
AB 
1 2 
| [xz 十 12) + (2— xe) dxt | {Cw + (w+ 2)2] 
0 1 


十 [2% 一 《一 党 十 2)2]{( 一 十 2)/}Yax 
1 2 
2 | wdx+ 2 | (和 一 2)2d% 
应 1 


”在 线段 0B 上 ， 有 z=%, 4 一 0 且 0 才 % 才 ?2， 


“ =| (XH YRN+ NE ydy 


.2 
=| CAX: tO d+ 0) 0 


8 
3“ ， 
问 : 从 上 题 药 计算 中 ， 可 以 得 到 什么 结论 ? 
管 : 从 上 所 问题 可 以 看 出 ， 对 举 标的 晶 痉 积分 不 仅 与 积分 路 线 的 
起 点 和 终点 有 关 ， 一 般 地 还 与 积分 路 线 本 身 有 关 ， 即 虽然 起 
点 、 终 点 相同 ， 但 积分 的 路 线 不 同 ， 得 到 的 积分 值 也 不 同 ， 


间 ， 如 何 计算 曲线 积分 ， 了 一 人 2xydx+x’dy? 
i 


其 中 ?为 
C12 抛物 线 二 富 ， 从 从 标 原点 到 点 及 (1 ，13 的 一 段 
y 缴 ; 


(2) 抛物 线 x= 二 个 ,从 
坐标 原 太 到 点 如 (1,1》 的 
l 一 和 ° 段 颖 ， 
(3) 有 癌 折 线 04B， 
其 中 二 点 华 标 为 : 010,0)， 
7 0)，B (1，1) (图 


4 一 1532) 。 
答 : C1 了 了) y= 富有 昌 0 所 
人 4， 
7 一 | 2x yadx + xdy 
“I 
i 
=! CDE NE 
“i 
一 1 ， 


2 


2 = I<y 和 El, 
r=| 2X yd + ay 


1 
§ 2987°29 + (7) dy 
0 


上 


一 5 yy 


一 了 。 


3) 7 一 | 2X% YON+ RY 
O48 


-=| 2%VAdx + XR +| 2x% Yd% + XYy, 
Od AB 


又 "” 在 线段 04 上 上， 有 有 X= 二 x*, 一 0， 且 0 过 XS1， 


1 线段 4B 上 ， 有 *=1, 4 一 J， 且 0 过 JS， 
1 1 
1 -| 《2%o0 二 2029% 十 和 (C21 yr0 tI dy 
0 0 


0 + ay 
一 ]。 

问 ， 从 上 题 的 计算 中 可 以 得 到 什么 结论 ? 

答 : 从 上 和 面 问题 的 计算 中 ， 可 以 看 出 ， 一 般 对 坐标 的 曲线 积分 与 
积分 路 线 和 路 线 的 起 、 终 点 有 关 ， 但 有 些 对 华 标 的 曲线 积分 仅 
与 积分 路 线 的 超 终 点 在 关 ， 而 与 积分 路 线 无 关 。 当 积分 路 线 的 
起 、 终 点 确定 后 ， 可 以 选择 任意 一 条 便于 计算 的 路 线 来 计算 曲 
线 积分 。 

所 要 解决 的 问题 是 ， 哪 些 对 坐标 的 曲线 积分 与 积分 路 线 有 
关 ， 哪 些 无 尖 ， 
问 ， 如何 计算 在 空间 曲线 土 对 举 标 的 曲线 积分 ? 
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答 ， 我 们 把 空间 上 曲线 上 对 坐标 的 曲线 积分 视 为 在 平面 曲线 上 对 坐 . 
标的 曲线 积分 的 推广 。 
车 空间 曲线 ?的 参数 方程 为 ; *=? (0, y= 二 站， 2 二 (和 (a 
fi 太 8)。 册 
(B) 


| Dx, Yy, 2 (%, YY IGY+ REN, Y, Hz 
CA 


8 
=| {PCPO), GAO, OOD IP A + OL OH), SE), 


oD IP DD + RCVOD, BH, oP Yo (PD Yai, 
其 中 当主 由 a 单调 变 到 8 时， 对 应 的 曲线 由 4 变 到 B， 


例如 ， 求 ， 工 一 人 ydx+xdy+xdz， 其 中 1 为 贺 柱 螺旋 线 
“1 


X=ACost, y=Asint, 2 = 
z bf， 由 i 二 0 到 1 = 2 
的 一 段 (图 4 一 16) 。 
解 ; 和 X= icost, 
由 一 有 SI 3—=b! (NEt SE 
2%), 


T=| yaxtzdyt 
! 


x 


27% 
一 | Casint(— asinty 十- 
图 4 一 18 


ditacost}y Facost pIdaf 


二 人 
一 人 Calfeost +t Cost)} 一 如 Sitet 
0 


* ficostar = tsinf + cout, 
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(sinziat 一 工 (2 一 sin2 有 ， 


2 
了 =a| btsint 十 Cosi 十 Sintfy 一 C28 sin2t) | 
站 


一 一 Ta, 


三 、 对 坐标 的 曲线 积分 与 积分 路 线 无 关 
的 条 件 


问 : 平面 闭 曲线 的 方向 是 如 何 规定 的 ? 
答 ， 在 研究 平面 有 闭 曲 线 及 其 方 同 时， 应 注意 下 面 几 点 ; 
1。 平 面 闭 曲 线 上 的 任意 一 点 都 可 以 既 看 做 是 曲线 的 起 点 ,又 
看 做 是 曲线 的 终 氮 。 
2、 平 而 闭 曲 绕 工 的 方向 规定 如 下 : 我 们 把 赣 时 针 方向 称 为 
闭 曲 线 的 正 向 (图 4 一 17)， 把 硕 财 针 方向 称 为 有 曲线 的 负 
疝 (图 1 一 18)， 
在 一 些 比 较 复 杂 的 问题 中 ， 平 面 闲 曲 线 的 方向 按 下 述 方 社 
规定 ， 设 由 工 所 围 成 的 平面 区 域 孔 ， 如 条 想像 一 个 人 沿 了 走 一 
图 时 ， 若 区 域 尹 总 在 他 的 左边 ， 则 称 此 人 沿 三 的 正方 向 走 了 一 


时- 一 17 图 4 一 18 


固 ， 否 则 他 就 沿 7 的 负 方向 走 了 一 轿 ， 例 如 ,曲线 /为 两 个 同心 加 
(图 (一 19)，2 所 围 成 的 区 域 是 一 个 环形 闭 战 D, 则 按 上 述 规定 可 
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知 ， 外 区 的 适时 外 方 者 为 二 的 正大 和 疝 ， 市 里 向 的 顺 时 针 方 向 为 
的 正方 向 ， 

- 
以 后 我 们 用 符号 “ “表示 沿 半 由 线 了 正厅 的 曲线 积分 ， 


3。 设 平面 区 域 乃 由 平 占 闭 曲 线 上 围 成 ,如 果 五 内 的 任 一 条 封 
闭 曲 线 总 可 以 不 经 过 区 虐 刀 的 边界 而 连续 地 收 第 为 一 后 有时， 
则 称 区 域 思 为 单 连通 区 域 , 否则 称 为 多 连通 区 域 .很 显然 ,图 4 一 
17、4 一 18 表 示 的 是 单 连 通 区 域 , 图 4 一 19 表 示 的 是 多 连通 区 域 ， 


问 : 如何 求 积分 /= y:dx 一 x*dy? 其 中 ，i 是 半径 为 1， 中 心 
D 
在 点 (1，1)〉 的 回 周 (图 4 一 200). 


4—19 ， 图 + 一 20 
答 ， 我 们 规定 道 时 针 方 向 为 7 的 正方 向 ， 且 i! 的 参数 方程 为 
X—l=cCoOst, y—1=sinf (0&tt27) 。 
Yat= (1 +sinnD):(— ain ed, 
Xidy= {1 eost) costadt, 


1 -4 VaR XY 
1 


2 
= Crsinf):(— sint)— (1 +cost):cost)dt 
让 
2 
= 一 | (2 + sint tcost + sin't + cosHtyat 
0 
二 一 十 元。 


342 


问 ,在 什么 条 件 下 ,曲线 积分 | P(x. y) dx Qtc y) dy 的 值 


与 积分 路 径 ! 无 关 ， 而 仅 与 路 径 ! 的 起 终点 有 关 ? 
答 : 根据 证 再 可知 : 
1 。 在 起 成 钨 区 战马 内 的 任 且 封 村 出线 上 玖 曲线 积分 恒 为 零 


时 ， 积 分 | Po 9)dx+Qw, 83 与 路 德 工 无 关 ， 而 仅 与 


i 的 起 、 终 点 有 关 ， 
2。 在 由 7 围 成 的 单 连通 域 必 内 P(x, 与 Qtx, 2 有 连续 偏 
导数 ,有 卫 恒 有 ， 一 一 成 立 ， 则 各 4 | P(g, ») 


drt+ Q(x, vdy 与 路 和 众 无 甘 ， 而 仅 与 :的 起 、 终 点 有 闫 ， 

在 实际 计算 中 ， 经 常用 到 的 是 条 件 2 ， 庄 应 用 条 件 2 了 时， 应 
和 福 意 下 面 三 点 : 

(ji 送 断 由 二 恩 成 的 区 跨 六 为 单 连通 尤 。 

(ii 将 积分 整理 为 标准 形式 ， | P(x, Was+0(%, 3)dy， 
且 天 zy 与 @ 人 2， 匀 在 五 内 有 连续 秽 导 数 。 

( 辕 ) 在 内 任意 一 点 (x 仿 ,全 有 -全 疙 和 2 入， 


自如 


便 和 如， 判断 积分 | (Xe 一 2y)4y+ (e 们 2x 图 次 与 路 径 有 
[ 


关 ? 其 中 了 为 圆 ( 十 1 二 (7 一 1 一 
解 : ”上 轩 成 的 区 域 为 单 连 通 域 ， 且 


| (Xe — 2 YY) dy Cotaz=| (er w+ (Xer— 2) dy, 
! 
By By : 


RO NY 6 (Ker-— ?2y) 


二 Ce 


各 车 BE 
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Px, y)，Q(x, 儿 ) 在 出 1 围 成 的 区 域内 有 连续 偏 导数 ， 且 


0P _ 00 
fy xX" 
原 积分 与 积分 路 径 无 英 ， 


问 : 下 面 的 判断 对 吗 ? 为 什么 ? 


”在 积分 | xdy 一 ydx 中 , 有 P(x, y) 一 x,，Q(x, y) = 
i 


By Bx 
原 积 分 与 积分 路 径 无 关 ， 


答 : 不 对 ， 积 分 1 xy 一 y4x 并 不 是 标准 形式 ， 应 在 判断 之 前 
i 
先 将 积分 整理 为 标准 形式 ， 即 
人 | XY— yAx -| — yadx+xdy, 
{ i 


Pix, = 7), Q(x, J 二 区 ， 


aP a0 
yl Taw 
6P , 60 学 径 有 关 


(1,2) 
问 ， 如 何 计算 积分 了 一 和 (e+ x) dx+ (xe—2y)dy? 其 


D0) 
中 ，! 为 连接 D(0,0) ，4(0,1 ,B(1,2) 三 点 的 圆周 (图 4 一 21?. 
答 ， 我 们 可 以 先 判断 税 分 工 是 否 与 路 径 有 关 ， 著 无 英 则 可 以 选择 
比较 简单 的 、 易 于 计算 的 积分 路 径 去 计算 了。 
局 -一 -和 一“， 旦 全 平面 为 单 连 道 区 域 ， 所 以 ， 积 分 
了 与 路 径 无 关 , 为 了 简化 计算 ,可 选取 积分 踏 径 为 1 十 i，( 图 4 一 
21)， 即 


(1 ,2) 
1 二 | (er 十 x dX+ (xe — 2 Hay 


上 
(0,0) 
了 


4—21 


1,2) 
= (e+ TI RN+ (Xe — 27y) dy 


He 
{0 0) 


在 i 上 有 : Y==0， dy~=0, x=% 有 0%SEl 

在 :上 有 : x=1, dx=0, y=y 且 0<yA2. 
{i227 

T= (+ XAXt (Xe 2 AYy 


{1,0) (1;2) 
1 《人 十 区 县 十 (se 一 27)03 十 | 《卫士 dx 


(D0) {10 
十 《YE7 —2y)0Y 
1 2 
一 | Ct+wdxt+0+o0 + Ce-2yay 
0 0 


1 2 
=| (1 + Xax +| (er— 27) 08Y 
0 0 


x 
=| + 于-| 十 [一 区， 
2 站 
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Bx, y) 
| 问 ， 当 曲线 积分 [= | Pix, ydxtQix, ydy 与 
辣 【区 Jr 
路 径 无 关 时 ， 弗 线 积 分 与 起 点 各 (zx,， ) 和 终点 BLx, y) 有 什 


人 么 关 葵 ? 
签 ， 在 单 连 通 域 台中 ， 和 如 果 卓 线 积分 与 路 答 无 关 ， 则 我 们 可 以 类 
似 定 积分 写法 将 了 去 示 罚 ， 
_Bir, F) 
了 一 | Pix, Maust Ox, VY, 


fr Vv) 
| 当 把 起 岛 d 二 (x + 图 定 ，| 介 A 4) 在 区 域 疡 中 蛮 动 ， 此 
时 就 类 羽 定 积分 中 的 变 上 限 积分 出 现 一个 以 终点 Btx，y) 为 自 


变 吧 的 新 的 阔 效 
tx, yp) 
(EY) =| Dadxttdy, 
《和 vy, 
这 个 半数 与 Px 和 {x 7) 本 如 下 关系 : 
tf 


二 一 已 (%， 轨 ， = (x, Y), 
By 


如 涯 曲线 积分 与 路 答 无 其 时 ， 二 无 蝴 数 
{x,y 
1 (CX. =| | 了 十 间作 
tm Yl 
的 金 微分 
tr, yy 
i =al | Pax+ Oa 
Cr Yn) 
=PxX, VOX OxX, VAYy, 
这 样 ， 国 数 ztxz， 0 就 被 称 为 图 数 旨 Ptr, 3) 与 Q(x, wv) 的 大 
师 数 ， 记 该 注意 的 是 ， 这 只 有 在 积分 与 路 答 无 关 时 才 有 所 谓 原 
了 的 数 的 泛 法 ， 


{xX, PF) 
问 ， 当 曲线 职 分 了 = 1， Pdr+Qdy 与 路 径 无 关 时 ， 如 
~ (Xp . 
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何 应 用 简便 方法 计算 曲线 积分 ? 

答 ， 当 P(X, y) 与 @(x， 力 在 单 连 通 域 已 内 具有 一 阶 韦 续 偏 导数 
时 ， 表 上 达 式 Ps ErY+OC 97 为 图 数 zx，yY) 全 微分 的 充 
要 条 件 古 


30 _ 8P 
Gx Oy’ 
{x yl 
即 zt 7) =| Pax + Ody. 
xn Wn 


由 于 曲线 积分 了 与 路 径 无 关 ， 所 以 ， 我 们 可 以 选择 便于 积分 
的 简单 路 答 ， 使 积分 方 
便 地 求 出 ， 这 时 ， 陌 数 


w(x,) 便 可 找到 了 ， 反 Dy Bx,) 
求 出 全 《区 ， 4 出 曲 
线 积分 也 就 解 识 了 . 一 A Clx, Vo) 
般 来 遍 ， 最 简单 的 积分 
路 径 为 平行 于 坐标 辆 的 
折线 〈 图 4 一 22) . 图 4 2 
若 积 分 路 答 是 4CB， 则 在 4C 上 古 &y==0， 在 CB 上 有 dx 二 0， 
Lt, py} 
wx, Y) =| Pax + OQdy 
” {ty Eh 
{xr, ys) {ee, 
一 Pas+tay+ | Paxt Ody 
{x poy TI) 


-1 Pu Yo dx +) Qi Way. 
yo 


| 


营 积 分 路 径 为 DB， 则 类 似 可 以 推 得 


Y 
2 力 ={ Plx, Ydwtt ( Oxn, vd vy, 
和 " | 


综 上 所 述 ， 我 们 得 到 了 计算 曲线 积分 的 简便 公式 ; 


2d7 


【人 


给 (区 4] =| Pdx +OQdy 
(xo, Wy 
2 y 
-| Px, yddx+N Ql, yay 
站 0 Yo 
(Cx) y) 
EI -| Pdax+Wdy 


Cm, Yn 


由 
这 两 个 公式 告诉 我 们 ， 当 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 时 ， 可 利 
用 公式 直接 用 定 积分 计算 ， 
问 ， 如 何 应 用 定 积分 计算 曲线 积分 
(Xx, y) 
| 
答 ， 显 然 ， 积 分 工 符合 所 要 求 的 条 件 。 困 此 ， 可 用 前 面 推导 的 会 
式 计算 了 
取 xz 一 0，3 一 0， 出 有 


-| Plx, y) dxt+ f Qu Pady, 


zt 


| 
二 


(ZXcDg 有 一 ysinx) dx (2ycoax — Xsiny)dy? 


tx, $2 


六 (， 力 一 人 Padx+t+Ody 
《xn yn) 
2 y 
| Pl%, yo dx+ | Ox, Way 
和 Ea 


y 


=| wd 十 | (2ycosx— Ysiny) dy 
0D 必 


一 娠 十 和 cos 克 十 党 Cos 一 类 十 性 
一 %zcosy 十 3J2cos% 二 《CC 为 任意 精 数 )， 
{xsp) 


即 【2 和 COS 信 一 yrsinx) dx+ (2ycosx— siny} dy 
(xap yo) 


Cosy + Ycnsr+tC. 
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间 ; 如 时 函数 组 P(x，y) 与 @(x,，y) 在 平面 单 连 通 闭 域 妨 上 有 原 
函数 u(x,，y)， 则 它 有 多 少 原 函 数 ? 各 厌 函 数 之 间 有 什么 关系 ? 
答 : 函数 组 已 (2， 与 日 (x%, 他 者 在 六 上 有 原 通 数 ， 则 它 必 有 无 穷 
多 个 原 销 数 ， 且 各 原 谓 数 之 间 仅 差 一 个 常数 。 即 如 果 w(t%， 7) 
与 VF (x, 都 是 Ptx, YY) 与 0x 的 原 函 数 ， 则 
十 已 (CC 为 任意 常数 ) - 
当 (wo, V0 二 0， 
C= v0 Yo). 
于 是 有 
wx VU KX Vv yo) 
(x, y) 


即 | Plx, Vax +OU%, AVYVX, 一 中 [Yo) 。 


(xo, yo) 
这 就 告诉 我 们 , ,对 于 与 积分 路 线 无 关 的 曲线 积分 了， 只 要 知道 
路 径 的 起 ,终点 , 便 可 类 似 定 积分 中 的 “牛顿 一 菜 不 尼 兹 "公式 ， 
由 原 淫 数 的 起 、 终 点 值 去 计算 。 因 此 ， 这 个 公式 在 一 定 意 交 上 
亦 可 看 成 是 定 积分 “牛顿 一 菜 不 尼 兹 ”公式 的 推广 , 


四 、 格 林 公 式 


问 ， 积 分 | Pix,y) dx+ Q(x,y) dy 与 二 建 积 分 有 什么 关系 ? 
i 


答 ， 我 们 知道 ， 在 定 积分 中 ，“ 牛 申 一 莱 不 尼 兹 ”公式 建立 了 定 积 
分 与 不 定 积 分 的 联系 ， 即 把 图 数 在 闭 区 间 上 的 积分 与 它 的 原 图 
数 在 区 间 端 点 的 国 数 值 建立 了 联系 ， 使 得 可 以 利用 不 定 积分 去 
计算 定 积分 ， 

现在 的 问题 是 ， 能 否 建立 二 重 积分 与 沿 封闭 曲线 i 上 的 曲线 


积分 之 间 的 联系 ?我 们 可 以 把 积分 :中 Px, VAx+ Oy, y) 
[ 
4y 看 成 是 销 数 P(X， 人 Q(x， 3)， 夺 册封 闭 曲 线 图 成 的 平 苞 
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闭 域 D 的 邮 界 师 线 的 积分 ， 这 时， 这 个 曲线 积分 可 以 表示 成 也 
上 的 二 重 积 分 ， 贞 L 

定理 (格林 公 成 )， 设 如 是 以 分 段 光 党 的 封闭 下 线 7 为 边界 
的 平西 单 过 通 区 域 ，P(x, 和 0) 与 Otx,， D 在 妃 上 及 7 下 连续 ， 并 
日 分 别 对 % Sy 有 连续 偏 导 数 ， 则 有 | 

zero oo 作品- 吕 or 
分 析 : 我 们 分 上面 两 种 情 识 证 明 这 个 定 邢 ， 

第 -种 情况 (如 图 1 一 23), 这 上 时， 区域 如 的 边 界 有 曲线 :与 有 直 十 
坐标 轴 的 直线 最 多 只 有 贞 个 交点 ; 第 二 神情 说 《 如 图 4 一 2 对， 
这 时 区 域 刀 的 边界 曲线 /与 垂直 干 党 标 负 的 直线 有 了 两 个 以 上 的 交 
点 ,我 们 通过 计算 区 域 力 上 的 二 重 积 分 dy 和 1 2 

四 


sxady， 排 出 格林 公式 ， 
证 明 ，( 1 》 设 风 域 的 边界 曲线 ! 册 曲线 
VM A); 
或 = 1 一 23(5)) 力 成， 


| A) | 


图 4 一 23{5) 图 4 一 23t5) 


2 - 企 DD 上 连续 有 


i HP 


NR 
人 
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上 
PCx, $2{%) Id%— | Prx, Oi(x) ax 


各 本 


| 
| 
=| {PC%, pa(%) I— PLx, p(x)I}dx 
| 
| 


Pilx, wax—| Pix, ydx 
A 1 


| 


~—| Pix, Wax—| Plx, VA 
BOrA C1 


=- Prx, yAx, 
! 
5 Py} 


间 理 可 证 ， 作 00 dxdy -| dy | 80 jr 
D 


Ox 4 ptyy 0 


=- Q(x, Way, 
i 


Dp 
-中 Or, Way + Plx, yas 
i 中 
中 Plx, WaxtQOl(x, yady. 
? 


《2 ) 如 有 区 域 九 的 边界 曲线 与 垂直 于 坐标 轴 的 直线 有 了 两 个 
以 上 的 交点 时 《图 4 一 24) ,可 以 引进 几 条 辅助 直线 ,通过 辅助 让 
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线 将 区 域 品 分 成 有 限 个 县 有 《1) 特点 的 小 区 域 ， 这 样 ， 格 本 
公式 在 上 述 有 限 个 小 区 成 上 成 立 ， 而 整个 区 域 吕 上 的 二 重 积 分 
就 是 各 小 区 域 上 上 二 重 积分 的 和 ， 这 时 ， 客 这 些小 区 域 各 边界 熙 
线 上 的 则 线 积分 之 和 ， 就 是 消 区 战 卫 的 边界 有 曲线 上 的 化 线 积 
分 ， 这 是 因为 ， 在 各 辅助 直线 上 的 曲线 积分 总 是 肯 有 相 友 方向 
的 二 次 积分 ,此 时 积分 绝对 值 相同 而 符号 入 反 , 则 相互 抵消 了 ， 
因此 ， 在 整个 区 域 如 上 格林 会 式 依然 成 立 。 
问 ， 格 林 公 式 有 什么 重要 意义 ? 应 用 格林 公式 应 注意 什么 问题 ? 
答 ， 格 林 公 式 询 通 了 区 域 闪 上 的 二 重 积分 与 局 区 上 戌 边界 曲线 工 的 
出 线 积分 之 间 的 关系 。 使 我 们 可 以 根据 问题 的 实际 情况 选择 应 
四 二 重 积分 计算 曲线 积分 
或 应 用 出 线 积分 计算 二 重 
积分 ,因此 ,格林 公式 在 概 
念 和 计算 上 都 具有 非常 重 
要 的 意 六 。 大 们 常 把 格林 
公式 与 牛顿 一 莱 不 尼 兹 公 
式 相 比 ， 并 将 格林 公式 视 
为 牛顿 一 业 不 尼 楷 公式 在 
4 24 某 种 意义 上 的 推广 , 

详 用 格林 公式 时 一 般 要 注意 下 而 三 个 问题 ， 

(C1) 注意 区 域 呈 是 外 封闭 曲线 了 虐 围 成 的 单 连 通 战 ， 

《2) 因数 己 (，4 与 8 入 在 石上 及 了 工 上 和 连续， 此 有 一 阶 
连续 篇 导数 

《3 )》 牢记 公式 的 顺序 为 ， 


人 (Ee— -2 ) drdy = } Pix, Wart+Or, Yay. 
Dp 


By 


问 。 如 何 应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 ， 中 。 xdy? 其 中 /为 由 从 
上 
标 轴 和 直线 本 + 六 =1 图 成 的 三 角形 过 路 (图 4 一 25) - 
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CA 


B(x2 ys) 


4 uy 


AL20} 


图 主 一 25 图 4 一 36 


答 : 显然 ， 区 域 DD 为 单 连通 域 ， 且 在 积分 上 zdy 中 ,， 有 P(x, 中 
I 


二 0，Q(x, y) = 二 %， 在 区 域 D 上 连 线 、 且 有 一 阶 连续 偏 导 数 。 
Eo 


问 。 如 何 应 用 格林 公式 计算 二 重 积分 ， 人 | x:dxdy? 其 中 如 是 
D 

以 Ax, yi) B {Xs, a), C(x 了 3 为 顶点 的 三 角 带 财 去 
‘“ 国 4 一 2 人 0 。 

签 : 如 果 站 接 将 上 述 二 重 积分 化 为 累 次 积分 去 计算 可 以 但 有 些 
麻烦 .下 面 应 用 格林 公式 来 计算 ,可 以 看 出 ， 积 分 符合 格林 公式 

0 _ 8P ,, 

的 条 件 ， 且 一 ~ "ay 9 
于 是 可 令 Pix, 7) =0, Q(x, 7) = 二 
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则 


由 


同 理 ， 
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| (Be 人 xy 


下 Plx, yAdxt OX, 4) aY, 
I 


{1 axay = , - dy 


D { 
x x 
= | er dy+ | a dy 
AB BC 
x 
| 
Ca 3 
dy _ Vay 
多 Xe— KL 


| 
7 一 紫 | 12 gl 
Va Yl 。 Xa — Yt! 
Ce 12 


《3 一 YYD (x2 + %1) (No? + %1 


]2 
有 
EY | 
| a = J dx 
Be 3 x 一 漠 2 


i ys 一 中 Cx Ya) (Ta 十 Ya) 
1 之 ” 


区 1 
| 2 
py x 各 1 -一 和 3 3 


一 ( 1— Ys) CE 区 本 芝 交 人 二 有 3 
12 。 


ws 是 XHAEY = 二 【Jo 一 YY) Cz t+ HY (Ha 十 各 二 ) 


十 《Ya 一 V2) (ws 十 区 3 十 22 
十 【1 一 43) CX 十 和 《和 2 十 We), 
问 ， 下 面 的 计算 对 吗 ? 车 不 对 ， 如 和 何 改正 ? 


计算 ， 7 下 ty, 其 中 1 为 园 x* + y: 二 a?。 
{ 


中 _ 了 
解 : 二 Pix, 站 十 六， 


党 
他 (和 1 TT 


BP _ 有一 80 _ Hx’ 
Oy 《和 十 272， 闪光 《22 十 4272 ， 
六 依 略 林 公 式 有 


1= 1 (8 82)avay0. 


答 : 不 对 ， 因 为 瑟 数 P(x, 2 = 二 字 0(%,， 加 一 到 二 在 原 


点 不 连续 ， 所 以 ， 积 分 不 请 是 格林 公式 的 条 件 ， 不 能 直接 应 用 ， 
格林 公式 。 
可 令 x*=#cost, y=asint (0<EfA27), 


% 
2 十 4 


则 
2 . . 
了 -| CC—asint)} (— asint) + (acost) (gcost)) 了 

0 全 
2 

=| at 
0 

=2X. 


问 ， 下 面 的 计算 对 吗 ? 为 什么 ? 
计算 : 7 中 xysdy 一 xzydx， 其 中 [为 圈 周 妆 二 六 一 a ， 
i 


方向 依 逆 时 轩 方 向 (图 4 一 27)， 


图 4 一 27 
解 : PX, Y) = 二 XY ，((%， 的 二 一 人知 
依 格林 会 式 有 
? Cy dy Ya% 1 gy 
| dx pdxd yy 
D 


奸 好 


一 8 人 A KAUX— | widx| 


0 0 


| 
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二 一 28"， 
答 ， 不 对 ， 错 在 将 已 (xy 人 与 Q(x%, 》) 选 错 了 。 正 确 的 解法 为 ;: 


:= TR WI YAY = 中 — xX:ydxt ydy, 
i ? 


Pl%, Vy) = — yy, OU, Y) =%y, 


dP _ as HO ,2 
By ?ox y， 


r= (0 -ead y 


已 

-1 【和 ydxdy 

五 

一 4 村 《2 Vdd y, 
Dl 
为 了 计算 方便 可 选择 报 坐 标 ， 即 令 
VP, 0 0<9<T 

出 


问 ， 如 何 证 明 沿 分 段 光滑 的 任意 曲线 {积分 ， 总 有 
. Fix, yydx txdy)=0? 
i 
其 中 f (x, 3) 是 关于 中 间 灾 量 wu 一 xy 具 有 一 阶 连 续 导 数 的 函数 . 
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签 ， 我 们 可 以 用 格林 公式 证 明 ， 


fx VI CVA + wd y) 
1 


-4 (多 请 芝士 FR VIXAY, 
1 


旦 为 x*、» 的 复合 阔 数 ， 
设 Piw, DD=f WY Ox, WW = (x yO%, 
则 根据 复合 俏 数 求 导 凌 则 ， 有 

= yt fa) yy 

= fw xy + fH), 
BE fis) ot f(a) oa 

= ry + Fn), 

f Dew, VAs+O%, ydy 

i 


_ 0 _ 
| 上 (a Bx By -3 javay 
Try) ydstxdy) =0. 
I 
问 : 如 何 应 用 曲线 积分 计算 平面 闭 域 的 曾 积 ? 


答 ， 在 格林 公式 


Plx, Wax +Olx, yydy 
! 


-| (8 
中 ， 令 Ptx, 7) = 二 一 9，Q(x, y) = 二 x*， 则 


1 (要 -区 ooy 和 [ 芝 -上 六 om 


一 , (| dxdy 
D 
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-2S， 
其 中 5S 为 区 域 马 前 面积 ， 


中 《一 Pax Td y=25 
! 


s=1 (— yy Ax rdy. 
i 


图 4 一 28 
这 个 公式 求 平 而 图 形 的 面积 比较 简单 。 
癌 ， 如 何 求 笛 卡 儿 叶 形 线 x* + y=3axy 一 圈 所 国 成 平面 图 形 的 
面积 《图 4 一 28) 7? 
答 ， 为 了 便于 计算 ， 可 通过 设 y==ix 将 方程 变 为 参数 方程 ， 即 
y=ix, x 二 地， 
EX) 
+ = dal 
SS w= 


当 9 由 0 变色 也 村 ， 二 由 9 变 到 二 9， 


y= tx, 
.Ry= Xdt tidx, 
则 ydxrxdy 一 一 区 和 十 邯 (% + td) 
= —txadx tradt tixadx 
= wdt, 


s=l — Vaxt+rdy 
2 


一 二 人 党 
2 0 
1f  / aa 
Fe 
一 上 工 dt 
i) 
0 
Bs 
Qa: ， | 2 
一 = lirm 一 ~- 中 
仑 b+oo 0 C1 + 
Qa 1 ? 
- 芋 , 
6 ptoo 1 十 丰 0 
3 > 
一 一 一 上 
2 


五 、 曲 线 积 分 知识 之 闻 的 联系 


问 ， 如 傈 归纳 对 坐标 的 曲线 积分 中 各 部 分 知识 的 内 在 联系 ? 
答 : 对 坐标 的 转 线 积分 主要 包括 下 面 四 部 分 内 容 ， 
(C1) 对 汲 标 的 直线 积分 的 定义 下 曲线 积分 与 路 径 的 关系 ; 
C2) 在 才 闲 曲线 上 的 曲线 积分 ; 
C3) 格林 公式 一 一 在 封 闲 曲线 上 曲线 积分 与 二 重 积 分 的 联 
系 3 
《4) 不 函数 的 计算 ， 
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我 们 可 以 用 上 下面 的 第 关 图 表示 这 四 部 分 知识 之 间 的 关系 : 
| Pax + Ody 一 Pax-- Ody=0 
| 


在 单 连通 域 上 ， 函 数 
| Pu 加 与 Ql%, 7) 有 一 阶 ; 


| 连续 的 偏 3 数 
存在 w(% 使 _ 0 
dn=Pdx+ Oday “路 径 超 点 国定 一 0x 


间 ， 村 分 与 对 人 的 有 什么 关 
答对 疡 长 的 曲线 积分 与 
对 坐标 的 曲线 积分 从 定义 
上 是 两 个 不 同 的 概念 ， 然 
而 两 者 都 是 沿 曲 线 了 上 的 
积分 ， 所 以 它们 之 闻 必 然 
存在 一 定 的 内 在 联系 ， 我 
们 可 以 把 对 弧 长 的 曲线 积 
分 适 过 计算 转化 为 对 坐标 
的 曲线 积分 ， 反 之 也 一 图 4 一 29 
| 样 .如 图 4 一 29 所 示 ,ds 为 曲线 1 上 点 于 处 的 方向 矢量 ,与 分 别 
为 * 轴 、3 轴 的 单位 向 量 , 且 = (ds, 让 ,B= (ds， 站 )。 


, ls .Ay 
| . CosSC 一 pt Cosh = 


dX=C0sads, dy=Cospds, 
| Pl paz+0(%, Way 


AB 


| = |、 CP{rE, WCose + Or, VeosBlds, 


通过 这 个 公式 就 揭示 了 两 个 曲线 积分 之 间 的 关系 。 
间 ， 对 坐标 的 曲线 积分 是 有 方向 性 的 ， 当 积分 路 径 上 司 变 为 BA 
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时 ， 积 分 值守 改变 符号 ， 而 对 弧 长 的 曲线 积分 则 无 方向 性 ， 将 
对 坐标 的 曲线 积分 表示 为 对 弧 长 的 曲线 积分 时 ， 对 坐标 的 曲线 
积分 的 方向 性 如 人 条 体现 呢 ? 

将 : 我 们 知道 ， 当 曲线 改变 方向 有 时， 曲线 各 点 的 方向 矢量 也 随 着 
改变 方向 ， 因 而 方向 余 引 cosa 与 cosp 也 随 著 相 盖 一 个 负 导 ,这 
时 ， 有 

-人 Plx, YarxtO x, yady 
BA 


c= -| CPex, + C03 十 Ox, J》) cos 所] 如， 
BA 


学 式 依然 成 立 。 

综 上 记述 可 以 看 出 ， 加 果 仅 把 (x, 人 四 与 @(2 y) 看 成 被 积 
阔 数 ， 赠 积分 为 对 坐标 的 曲线 积分 | 如 果 抬 Pl%, cosa 与 0 
(2 和 cos8 看 成 被 积 函 数 ， 则 积分 为 对 强 长 的 曲线 积分 ， 从 这 
个 意义 上 讲 ， 所 谓 对 坐标 的 曲线 积分 与 对 强 长 的 曲线 积分 ， 是 
针对 不 同 的 被 积 函 数 而 言 的 。 


六、 对 面积 的 曲面 积分 


问 : 曲 曾 积分 的 积分 区 域 有 什么 特点 ? 

答 : 曲面 积分 的 积分 区 域 是 空间 上 曲面。 敌 为 曲 曾 积分 积分 区 域 的 
曲面 应 是 分 段 光 请 的 ， 也 就 是 说 ， 在 各 块 曲面 上 的 各 点 处 应 有 
切 平 面 ， 且 当 点 在 幅面 上 连续 移动 有 时， 切 平 面 也 连续 转动 。 

例如 ， 球 面 、 柱 面 十 光 背 的 ， 长 方 体 的 表面 则 是 分 段 光 沸 
的 ， 

如 果 空 间 曲面 了 是 分 片 光滑 的 ,而 且 有 本 一 二 (十 本 2 十 ss 十 下 0 

则 羡 数 xz y, 有 z) 在 3 上 的 曲面 积分 等 王国 数 在 各 光滑 曲面 上 

弗 面 积分 之 和 ， 即 
人 了 (43 2 ds = 7 (x, Y, 5 人 f(x, Y, Zs 
DI 3 
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+ 的 如 
Za 
问 ， 对 面积 的 曲面 积分 是 如 何 定 义 的 ? 
答 ， 与 上 上述 各 数学 概念 一 样 ， 对 面积 的 曲面 积分 也 是 从 实际 问题 
中 抽象 出 来 的 。 其 定义 方 守 仍 然 是 “分 割 、 求 和 、 取 极限 ”。 
1， 求 展 布 在 曲面 上 的 质量 ， 
设 曲 面 了 为 一 物质 曲面 (图 4 一 30) ， 其 质 其 分布 前 密度 国 数 
为 P(x%,，y，、 介 ， 为 了 求 出 
这 块 曲面 的 质量 ， 首 沈 以 
任意 分 法 将 曲面 了 分 割 成 
世 企 小 曲面 块 Ag ，A9， 
中 Agi 0 一 1，2， 
， 2 ) 既 代表 小 曲面 块 的 
名 称 ， 又 找 表 小 曲面 块 的 
面积 
在 Abi 人 一 1 2 芝 ) 上 


图 4 一 30 任 取 一 点 《人 ; 2;)), 则 
4 的 质量 AM; 可 近似 内 
示 为 : 
AMiAp (i, Wi, HO AR (f=1,2,",m), 
整个 曲面 的 质量 如 近似 表示 为 ; 


M= 了 AM 3 plEs, Yi, 1;) Agi, 


i=1 i=1 
当 A8zi (i 二 ],2," ,1) 的 最 大 直 熏 maxt{di} 看 于 零 时 ， 上 面 和 
式 的 极限 如 杂 存 在， 则 这 个 极限 值 就 是 曲面 3 的 质量 ， 即 
M= lim 9 pléi, Yi, ON Ag,, 
at 
2 。 抽 去 曲直 3 质量 的 物理 意 又 ， 就 得 到 对 面积 的 由 面积 分 
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人 的 数学 定 允 ， 
设 范 数 (x, y, 人 在 分 片区 请 的 贞 面 了 上 连续 ， 将 加 任意 分 


荐 成 34 个 小 上 临 拓 积 块 ， 上册 如 1 上 9， ey A 在 Ag: 上 (一 1,2， 
9 任 取 一 所 《6 Yi 4)， 当 分 车 无 限 细 窗 时 (或 max {42} 
一 人 )， 极 限 


lim 之 (6 35 wi) Ag, 


ra ta 


存在 ， 则 定义 其 极限 值 为 区 数 站 (x, 3 2) 在 曲面 3 上 对 面积 的 
曲面 积分 ， 记 为 ， 


1 xX, Y, 2 dg 
£ 


其 让， 随 数 大 (为 了 2) 称 为 被 积 卫 数 ， 曲面 了 称 为 积分 曲面 ， 


&9 称 为 曲面 的 面积 元 素 。 
3 ， 从 上 述 定 浆 看 出 : 
(1) 在 研究 对 面积 的 曲面 积分 上 时， 只 涉及 曲面 的 面积 ， 


而 不 考虑 曲面 的 方向 。 
《2 ) 面积 元 素 49>0， 
{3 了 当 昨 而 立 由 也， 了 yawe+ 瑟 组 成 时 ， 有 


和 (XK, y, dg = -中 ff (%, y, 2) dg+ 和 /2 3 Ag 
忆 

*, ee) X,Y, Wag 
《4》 当 师 面 了 为 圣 闲 曲面 时 ， 在 3 上 对 面积 的 曲面 积分 表 


未 为 
全 x, :Ad 


人 疝 ， 如 何 计算 对 面积 的 曲面 积分 ? 
答 ， 如 果 下 面 三 信条 件 同 时 其 备 ， 星 
1 。 弗 面 3 可 用 单 伟 力 数 z=s(x， y) 表 示 ， 且 2 二 z(tx%, 有 连 
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2 。 被 积 畏 数 . 关 2， 7 引 在 则 而 了 上 连续 ; 
3 。DD;y 为 2 在 x0oy 侍 标 面 上 的 投影 区 威 (图 4 一 31)， 则 在 
上 对 面积 的 曲面 积分 可 转化 为 二 重 积 分 ; 


全 Fx, Y, 2 dg 


| 


= fx, yy gt VY V1 (eat {ey) dxdy, 
Dry 
其 中 ， 面 积 元 素 4g=V 1+ (zs 十 (8 72 dxdy. 
综 上 所 述 ， 可 归纳 出 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 步骤 为， 
(1) 将 单 值 国 数 z=z(x, y) 找到 被 积 陆 数 .六 为 纹 中 ， 


(fxY 2 


得 到 /fC%, YY, 2(X, Y) 1] 

《2 ) 求 出 油 数 x 二 zt%, yp) 的 两 个 连续 篇 导数 za zy'， 并 计 
算 面 积 元 索 ;dg=V 1+ (8)? (zy dxd ys 

《3 ) 确定 曲面 了 在 %oy 维 标 面 凸 的 投影 区 域 站 。， 定 出 4 y 
的 变化 范围 ; 

‘4) 计算 二 重 积分 : 
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人 站 和，Y，2《 和 了 WA 十 《3 十 (572 dxady 
Dxrs 


或 全 x, YY, 2 Adg 
互 


= fx, y, gx, VV TE) tC ) dxdy. 


Dry 
应 该 注意 的 是 , 遇 面 了 部 果 可 表示 为 % 一 和 (9 1 或 Y= 二》(%, 2) 
时 ， 则 同样 有 公式 


(X,Y, s) dg 
之 


-| FF 2) Y, 的 wwT 二 (Ho 二 (Ye 2 dydz, 


或 人 fx, Yy, 2 Rg 


五 


| Fx VORA I V+ CYT CY) dxdz. 


“Drs 
EE 其 中 ， ys 为 曲面 3 在 0z 华 标 功 上 的 投影 域 ，DD,s 为 了 在 X04 
沧 标 面 二 的 图 影 域 。 
问 ， 如 何 计算 曲面 积分 1 二 半 。 (x?+ ?+ z2) dg? 其中 为 球面 
x 十 十 二 二 0 (图 4 一 32)， 
答 : 根据 被 积 函 数 与 曲面 的 对 称 性 ， 可 将 在 球面 了 上 的 积分 转化 
为 在 X03 坐标 面 上 方 半球 面 了 :的 积分 ， 即 


下 


I -中 (N+ y+ dg | Ea 
之 1 
十 十 二， 
了 一 2 侍 (《X%2 十 32 十 8)C0 一 2 人 | 
加 | Pi 


266 


上 半球 面 2 的 方程 为 ， 


则 ag= 
VE) 0) drady 


图 4 一 32 


=V1+ (Ta) (a) ddy 
Ry, 
1=2)) dg= 241 中 J dxdy, 


其 中 ，Ds 为 球面 23: 在 X03 华 标 面 上 的 投影 区 域 ， 区 域 的 边界 
曲线 为 加 x: 十 y= 二 a:， 为 了 计算 方便 我 们 应 用 极 坐 标 ， 有 


2 


Ei [ed y 
， 0 7 ar 


” 1 
一 = 身 一 2 
-0 ya 7) 


=—2ra'| 2 Va | 
0 
二 474t, 
*» 1 = (XY + dg= dat. 
万 
问 ， 如 何 计算 井 订 积 分 )| (Xj 十 yz 二 FX) dq? 其 中 为 锥 面 x = 二 
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wz 十 3 被 曲 商 x 十 六 一 2ex 所 截 得 的 部 分 〈 图 4 一 33) . 


者 硬 过- ” -由 
又 V+ zy XY 


网 dg=Y 1+ {0+ (2)? dxdy 


-V1t+ + (i 了 让 + (rs) evay 


-=VI+- 二 
Ht ty 
一 wv 2 dxdy. 
"… 曲面 了 在 xoy 坐 标 面 的 投影 域 为 较 域 : 
(2 一 的 2 92<s 习 ， 可 转化 为 极 坐 标 形 式 ， 


y 一 28Cosp (一 了 所 6 <F). 


e 和 Co ww 2 dxdy 
了 Dxy 


val (yr) aldxdy. 


Dry 
贾 2 二 W 人 十 咏 ， 
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。 (ys yor snag -vz css (yy 十 3 VE + Jaxdy, 
了 Disy 


X=FCcosfd, 水 一 ”Sinp， 


人 | yr yt ema 


DC058 


一 va| fp Crisinpcosd + r2 (sind + cosd) Jredr 


3 时 CDS 
(sind + cosd + sinpcos0) a | rr 
可 
一 二 0 
2 


py 3g 
一 | (sin 十 CDS + singcosd) dp r+ | 
0 


ts | 车 


下 
2 


=dv 24 | (singcosid + Cosip + Singecos oy dp 


下 好 
。 人 2 
dv 90 [| singecasddp + COSSARH 十 
A _A 
2 斌 


Ei 


2 

| sindcosspag ] 
FY 

三 齐 

2 | 2 

sinpcns dd 6 := | Singcosspad8= 0,， 


2 
i 
可 工 工 
| cossod9 一 2 人 cosr0d0 一 2 2 (1—sin:8) dsing, 

Tz 习 由 
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让 
es 虹 (XY + YF aN Y= 1 Za2l {1— sin0) 4 sing 
2 0 


问 ， 如 何 求 球面 x?* 二 y: 十 和 
二 在 柱 面 Xx? 十 y: 一 ax = 
0 内 部 晶 面 的 表面 积 (图 
4 一 34) 了 

签 ， 根据 对 面积 曲面 积分 的 
定义 可 知 ， 求 曲面 2 表面 
积 的 公式 为 : 


六 十 全 三 2 让]1， 


”SS=2 av. 
3 


去 “9 =V a Xi— ， 


且 tt ’ tr 


= 1+ (x + (vy) dxady 
_ Ta 
-1+ (ya) + (TE) al 


琵 
Ry 


-so 


站 
站 1 Dy Bi—X— yy 


dxd ye 
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S -| vag 


x 
匠 
到 CO y 
一 0 
2 el ， yr 多 
2 
Ei dcosg 
=—2a) za Fr pe a 2) 
心 让 


TT 
一 -a {sing— 1) 88 


=24 (A 2). 


七 、 对 举 标 的 曲面 积分 


问 ， 什 么 是 有 向 贡 面 ? 

答 :， 我 们 常见 的 曲面 一 般 都 有 两 侧 《图 4 一 35);， 如 果 用 颜色 涂 这 
个 曲面 ,可 以 在 曲面 的 一 俩 诊 一 种 颜色 , 另 一 侧 涂 必 一 种 颜色 ， 
这 时 这 两 种 闸 色 永远 也 不 会 交汇 在 一 起 。 例 如 ， 球 面 就 是 一 个 
封闭 的 双 侧 曲面 ， 外 球 古 为 一 侧 ， 内 球面 为 另 一 便 ， 今 后 我 们 
将 就 这 种 具有 两 个 侧面 的 双 侧 曲面 进行 讨论 ， 


图 4 一 35 
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在 一 般 情 况 下 ， 我 们 可 忆 根 据 具体 问题 规定 双 仙 曲面 中 的 一 
便 为 正 ， 田 一 便 为 负 ， 这 样 规 定 了 方向 的 曲面 称 为 有 向 曲面 
《图 4 一 35). 例 如， 可 规定 双 侧 球面 的 外 球面 为 正 ， 内 球面 为 
负 。 当 曲面 光 靖 时 ， 阳 而 上 的 每 点 都 有 对 应 的 法 催 让 。 些 时 ， 
一 般 用 法 向 景 霄 示 曲 面 的 正 、 负 坟 癌 。 茹 采 曲 面 由 单 值 十 数 


z 一 了 (x, 分 所 确定 , 则 可 以 取 它 的 靶 向 昌 # 的 指向 朝 上 的 一 便 为 
曲面 正 的 一 侧 ， 另 一 便 为 负 的 一 侧 ， 对 于 封 闲 的 曲面 ， 常 取 它 
的 法 向 车 x 的 指向 朝 外 的 一 侧 为 曲面 正 的 一 侧 〈 图 4 一 36)。 

站 


大 
图 4 一 38 


问 ， 有 没有 不 能 分 成 两 侧 的 曲面 呢 ? 
, 答 ， 有， 所 谓 莫 俱 乌 斯 曲面 


B < 就 是 不 能 分 为 两 侧 的 单 侧 
”| 由 面 。 这 个 曲面 的 构思 
十 D 下 : 

. z 将 长 方形 纸 栅 4BCDD 
先 扭转 一 次 ， 然 后 将 B 与 
” 万 、4 与 C 粘 全 起 来 〈 图 4 
CC 一 37) ,这 时 就 形成 一 个 单 
侧 曲 而 。 考 用 颜色 涂 这 个 

已 


旧 耐 ， 则 可 以 不 越过 纸 带 
的 边缘 涂 遍 纸 带 的 全 部 ， 


此 尘 就 无 法 分 出 山 面 的 两 个 侧面 ， 


回 : 如 何 理解 有 了 呵 曲 面 在 坐标 平面 上 的 投影 ? 


签 ， 我 们 分 别 在 曲面 5 的 正 测 S$S 和 负 人 删 S -上任 取 一 块 同样 大 小 
的 小 曲面 2S, 和 dS$S_-， 显然 ， 这 两 块 小 曲面 的 面积 均 为 4S,， 但 
方向 相 肥 (图 4- 一 38})， 


图 4 一 38 


者 在 4S+ 上 任意 取 一 点 Pi《%i， 1 鸭 )， 与 该 点 对 应 的 闪 向 晶 
的 方向 傅 蕊 为 cosa, cosB, cosY。 与 4S1 对 应 的 485- 上 也 有 与 
(3 2) 对 应 的 点 Pi Cx2， 和;， 2)， 晤 然 ， 了 虑 法 向 星 的 方 
向 余弦 为 Cos (x 一 4) 二 一 Cost, cos (xX 一 和 二 一 cosB，cos (x 一 
7 三 一 cosY, 因此 ，46S, 在 %oy 举 标 面 上 的 投影 为 ， 

tay = Co YdS, 
而 #4S- 在 %oy 尝 标 面 上 的 投影 
Hoy — COSTdS, 

当 我 们 用 axay 去 表示 45 在 x03 坐标 面 上 的 投影 域 ge 时 ， 
axdy 是 可 正 可 负 的 。 宅 的 正人 负 由 方 访 余 苇 所 决定 ， 

应 读 往 意 的 是 ， 在 二 重 积分 中 ，dxay 天 示 面 积 元 崇 ， 所 以 
exwty>> 0 ， 而 这 里 则 人 不然，dwdy 表示 小 曲面 4S 在 xoy 坐标 面 
上 的 投影 ， 因 此 是 可 正 可 负 的 。 
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和 问 ， 如 何 计 算 不 可 压缩 液体 在 稳定 流动 + 时 通过 曲面 的 流星? 
答 ， 由 于 我 们 所 研究 的 曲面 是 有 向 曲 面 ， 所 以 ， 液 体 通 过 曲面 时 
与 曲面 的 方向 有 密切 的 联系 . 

为 了 求 出 液体 在 单位 时 间 内 通过 曲面 $ 的 流 基 ， 我 们 首先 将 
曲面 5 以 任意 方法 分 割 成 %% 个 小 曲面 Ag (i 三 1929w 然 
后 在 Ag; (G1,2, ,1) 上 任 取 一 点 及 jy (Xi, yi 和 7)， 且 设 在 读 
点 上 液体 的 流速 为 wm， 这 时 在 单位 时 间 内 经 过 Ag: 的 流量 AQ; 可 
近似 视 为 ;以 Ag 为 底 ， 以 mw 在 闪 同 量 2 上 投影 为 高 的 柱 体 体 
积 〈 图 4 一 39)， 即 

各 人 2 内 人 

由 于 vs= |v;|cos0;, 

所 以 ， 

AQ:~ | v; (cosdi* A 


图 #4 一 -39 


若 呈 在 各 毕 标 轴 上 的 投影 分 别 为 ; Pr (Xi, is Zr) ;Os (Xi Ni 
2 R(x Yn 而 )， 且 法 问 量 % 的 方向 余 续 为 : cosa;, cosh;, 
cosYs, 如 单位 时 间 内 通过 Ag; 的 流量 AQ; 可 近似 表示 为 

* 不 可 压 编 液 体 是 柏 流 体 的 窗 虚 不 随时 间 而 变化 ,一 般 可 设 密 座 # = 1 .稳定 流动 是 
指 液体 的 访 迪 不 隧 叶 间 而 变 已 ， 而 仅 与 湖面 上 点 的 位 冒 有 关 ， 
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AO:a Picoseie Aqr + Qicos Bi Aqgi + Ri COSYIAd: 
=PiAds,s tt QiAdiss + RiArir, 
其 中 ，Aoi: 为 A 人 在 yoz 坐标 面 上 的 投影 ，Aass 为 A9; 在 X02 
坐标 面 上 的 投影 ,Ao;,, 表示 Ag: 在 x0y 举 标 面 上 的 投影 。 显 然 ， 


当 Ag: 在 曲面 S 的 正 侧 时 (此 时 ,0<as< 字 ，0 8 于 ,0 
< 全 )， 各 投影 为 正 ， 攻 Ag: 在 则 面 S 的 负 俩 时 《此 时 ， 字 < 


< FB, Yi ), 各 投影 为 仙 。 我 们 称 Agr 在 
各 学 标 面 的 投影 为 有 同 投 影 


当 分 装 无 限 细 密 时 ， 下 述 极 限 值 就 是 液体 在 单位 时 间 内 通过 
曲面 5S 的 访 量 QO， 即 


0 = ,A0 


i=1 


= lim De Am + QA t+ RA 
Xe 


| 侯 时 ， 流量 Q 为 负 全 
根据 航 限 法 则 ， 上 式 可 写 为 : 
0 = lim PP ar 二 De io + 


| 各 > 人 
十 了 站 gis, 
im Eee 
间 ;， 对 坐标 的 曲面 积分 是 如 何 定义 的 ? 
| 答 : 我 们 将 不 可 压 编 液体 在 稳定 流动 时 通过 曲面 5 的 汶 量 给 予 数 
学 抽象 ， 就 得 到 对 坐标 的 曲面 积分 的 定 疼 。 
定义 设 消 数 (x,， yy 2) 、 介 (%， 人、 民 (x， yy 有 0 为 定 区 在 
| 曲面 $ 上 的 连续 孙 数 ， 挝 定 上 曲面 S 的 正 侧 ， 以 任意 分 站 将 S 分 
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成 有 个 小 曲面 块 ， Ag: ==1,2, 呈 7H)， 并 在 各 小 曲面 其 A9; 上 
性 内 取 一 点 并 ; (xXi， i， 名) 。 当 分 凌 无 限 细密 时 (一 0)， 下 述 
极限 如 时 存在 ， 则 极限 慎 就 称 为 在 曲面 S 茶 一 个 的 对 坐标 的 曲 
面积 分 ， 并 记 为 


了 = 1im > [PIAcr + QiAd,, t+ RiAs,,) 
A Oi=1 


pcs y, Days+ Osx, y, WAdxdst+ R(x, Y, Axdy 
3 


= py ndyast fo y naras 十 Hes dxad y, 
3 
其 中 ，d ydz, dxdz, 4xdy， 分 别 表示 45 在 yoz 学 标 面 、%0% 
坐标 面 、x0y 华 标 面 上 的 投影 ， 
这 样 ， 丰 可 于 缩 说 体 在 稳定 筑 动 时 通过 曲面 $S 的 谨 量 日 可 珍 
示 为 
co- 中 pe 4 Dadydst Or, y, dxds t+ REX, y, HAxdy, 
§ 
其 中 ，Pix, yy, 和, Q(x， ,全 和 RX, YY 2) 为 液体 访 速 在 
三 个 坐标 和 别 上 的 投影 ， 
问 ;， 在 学 习 对 坐标 的 曲面 积分 定 尽 时 应 注意 什么 问题 ? 
答 : 应 注意 下 面 五 个 问题 : 
1 。 对 坐标 的 曲面 积分 与 曲面 $ 的 山 有 密切 的 关 系 。 在 S. 
侧 的 积分 与 S- 侧 的 积分 仅 想 差 一 个 负 号 ， 即 


Vpaya + Oaxast Raxady 
3+ 


. 三 一 fpayazs Qaxaz + Raxay. 


上 
所 以 ,在 研究 对 坐标 的 曲面 积分 时 ， 首 尝 应 确定 曲面 5 的 侧 ， 
并 注意 在 5 的 哪 侧 和 分。 
2 。 在 对 坐标 的 曲面 积分 中 ，& yaz、dxdz、&xdy 分 别 表示 
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Ps 


33 在 70z 坐 标 面 、xoz 坐标 而 、#o7 坐 标 面 上 的 有 向 投影 ， 它 们 
是 可 正 可 负 的 ， 有 了 时 亦 可 为 零 ， 洗 们 的 正 负 取决 于 45 在 曲面 5 
的 哪 一 侧 ， 
3 。 为 了 计算 积分 
1 fpayass 0dsds 4 Raxay, 
5 
一 般 可 将 了 表示 为 


1 paya + oar + Razay, 


这 样 ， 我 们 可 以 分 别 对 画 数 己 (z 了 2 Ox, y, 2 和 R (%, 
》, 如 在 曲面 $s 上 的 积分 进行 研究 。 

， 若 曲面 S$ 由 有 限 个 光 消 曲面 组 成 ;5S=51 ++ Ss 十 "十 Say 则 

曲面 S 上 对 举 标 的 曲面 积分 等 于 组 成 5 的 各 则 面 S; (f=1,2*…， 
nn》 上 对 浴 标 的 曲面 积分 之 和 ， 贡 


fpayass Odxadsz + Raxd y= 
5 


(pa ya + Odxdz + RAaxdy tt+ 时 ae Qadxaz+ Raxady. 
Si Sa 
5 。 若 曲面 $ 是 一 个 封闭 的 驱 侧 曲面 ， 则 一 般 将 在 S 上 对 毕 
标的 曲面 积分 表示 为 
六 一 Ppayart Oaxast+ Raxady,. 
间 :， 如 何 计 算 对 坐标 的 曲面 积分 ? 
将: 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 是 通过 将 曲面 积分 转化 为 二 重 积 分 
去 解决 的 。 
由 于 组 合 曲面 积分 


一 人 aa +OQaxdaz 十 Radxdy 
祷 


-ja ds 十 Jowas+ (eany 
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国 此 ， 我 们 可 以 分 别 讨 论 等 式 右 端 的 三 个 曲面 积分 的 计算 ， 
下 面 分 三 种 情况 进行 研究 : 

1 。 则 六 5 可 表示 为 单 值 冰 数 ?二 z(txY, 有 时， 这 暑 曲 面 $ 在 指 
定 的 一 侧 与 羽 直 于 x0 坐标 面 的 直线 最 多 内 有 一 个 交点 (图 4 
—402 。 


图 4 一 4 


网 人 ee yy, Axd y= + J |e Yy, ax, yAxAY. 


5 Dry 
其 中 Dsy 为 曲面 S 在 xoy 坐 标 面 上 的 投影 域 。 当 在 S, 侧 积 分 
了 时， 已 7 0 条 当 在 S- 侧 积分 时 ， Dy 0 站 
我 们 可 以 归纳 出 计 算 曲面 积分 | |RC 7 Daxay 的 步 台 ; 


5 

(1) 首先 验证 曲面 S 是否 可 以 表示 为 单 值 函 数 2=z(%, 》)， 
车 不 能 表示 为 单 值 函 数 ， 则 需要 将 曲面 S$ 合理 地 分 成 若干 个 可 
表示 为 单 秆 函 数 x=z(x, vy) 的 曲面 ， 并 分 别 在 这 些 曲面 上 积 
分 ， 若 后 相 加 . 

《2 ) 确定 在 曲面 的 哪 侧 积 分 ， 并 决定 4xa4y 的 符号 ， 

“3) 将 z=z(x, 9) 代 入 请 数 RCx, yz2) 中 ， 得 R[x，Yy, x(%， 
JJ]。 
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(4) 确定 曲面 3 在 xzoy 举 标 面 上 的 投影 ， 并 定 出 积分 变量 
%， 3 的 积分 限 ， 

《 5) 计算 二 重 积分 

2 。 当 归 面 S 可 表示 为 单 值 函数 ，x 二 x(y, z)} 时 ， 则 类 似 得 
出 : 


(pes Y, 2) yds 一 sjpczc, 2), YY 2d yada. 


二 ys 


其 中 心 ,为 曲面 $ 在 yoz 坐标 面 上 的 投影 。 当 在 S$; 侧 积分 时 ， 积 
分 取 正 导 ; 在 S- 侧 积分 时 ， 积 分 取 负 号 。 具 体 计 算 步 邓 同 上 所 
述 。 

3 。 当 上 曲面 5 表示 为 单 值 尔 数 y=y(%x, 人 时 ， 亦 可 得 出 ; 


je Y, 2 Ardz= :fac yx, BN, Hard 


其 中 站 -为 曲面 S$ 在 xoz 坐标 面 上 的 投影 ， 当 在 S+ 侧 积分 时 ， 
积分 取 正 号 ! 在 S- 侧 积分 时 ， 积 分 取 负 导 。 
问 ， 如 和 何 计算 积分 : | yaaxay 其 中 曲 画 S$ 为 ，x 宇 0,， y 宇 0， 


5 


z> 0 ， 携 得 球面 x* 十 y+z’ 二 1 的 外 侧 (图 4 一 41). 
EE 


图 4 一 #1 


答 : 我 们 可 依照 前 面 归 纳 的 解 题 步 允 计算 。 
1 。 曲 面 可 表示 为 单 值 苑 数 : 一 Y 1 一 x* 一 J ， 
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3 ， 光 一 %YW 1 一 尝 一 详 ， 


人 aa 一 人 XY lk yy dxdy. 
点 Dry 
。 曲 和 面 在 xo) 坐标 面 的 投影 域 为 
0 


Duy: = 0 
32 十 ys 1 
5 。 用 极 坐 标 计 算 上 述 二 重 积分 ， 有 


I wy I—xi— oy dxdy 


ff ooss, (roinov 1 —r: rdrado 
xy 
1 .1 
?aol rv 1 一 yz Sinpcospty 
0 0 
1 
~|isingcosodo | ysw 1 —ridr 
0 0 
如 1 
=—|2sinod csing)| yz3w 1 pi dy 
人 0 
1 
= sin’ ?| Ta 
n “0 


仿 I 一 2 二 #2?， 刚 ?7 二 1 一 gy ?A= 一 zd, 


当 y = 一 [0 时， = 1 当 ? = 1 对， 天 一 0。 
人 ov 
了 “yzdxdy 一 到 ya ] rdr 
0 


四 
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1 
= pi 1 ?pidr 
2 必 


(Cl —a a — dda) 


Nparay = 于 


问 ， 如 和 何 计算 申 面 积分 : 1 ayas 十 yidxdrzt+z:dxdy? 
3 


其 中 3 为 球面 (zx 一 @) :二 (yy 一 上 :二 (zx 一 ce):= 二 息 的 外 侧 ‘图 4 一 
42)， 


图 4 一 42 
答 : 由 图 4 一 摧 可 知 ， 球 面 S 由 上 半球 面 S;: 
x 二 Cc 十 MV 六 一 (x 一 Q)? 一 (y 一 耻 ? 和 下 半球 而 5: 
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2 一 0 一 vv 天 一 (一 引 )2 一 (7 一 人 组 成 ， 


“- = haya; + yadrdst avd y 
5 


-) Xd yds+ yadxda t+ dxdt y+ jayas 


+ y Rxdsi+ axdy, 


-~ E | waydzt| jaoa] +t [wa + 多 dndz | 


1 向 


[an 和 saxdy | 
-TH 


我 们 首先 计算 六 = 人 jaady+ faxay, 


四 曲面 $1 与 5 在 x0y 举 标 面 上 的 投影 为 
(x 一 A) 二 ty 一 站 ? 寺 R: (图 4 一 43)， 


时 4 一 243 


“1 外 本 :dxdy 


三 | ep 


_ 作 。，v 二 - (Xx— 4a):— (yy— dxdy 


Dry 
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2 
+ [e+ R= (%— ff) — (| dxdy 


Dsy 


-zj 到 -= (x— a (yy— axdy,. 


Dxry 


Su=x—a, v=y—b, dx=dy, dy=Ay, 


由 1 10 1 RE ddv, 
Dry 
利用 禄 坐标 计算 ， 有 
27 太 
Ldel dP" | RI— ry? pds 
站 人 0 


R 
= Acn | R22— rAdRI mp) 
0 


3,R 
=~ dx: Rr) 2 


LH 
8 
— RR, 
一 一 玉江 
同 理 可 始 : 


了 ,一 TR 了 ,一 Ra 


T=T1+1+1:= Ratbto). 
问 ， 如 何 计算 了 -Py na ydz+x:dxdz+ (y+xz)dxdy? 
其 中 S 为 正 上 方 体 的 外 捕 面 (图 4 一 44)， 
管 ， 首先 将 积分 写成 三 个 积分 和 的 形式 。 


I ,aya (gwar (Dy saray 
5 5 


一 了 十 过 十 天 3 
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下 面 分 别 计 算 五 ， 5 Ti . 

《1 ) 由 于 无 的 积分 变量 是 y、*， 所 以 应 在 J03 坐标 面 上 确定 
5 包含 的 各 平面 51, Si ,Se 的 投影 ， 然 后 将 曲面 积分 化 为 二 
重 积分 并 计算 ， 

"” 平 而 Ss, S54, Ss Se 在 yoz 坐标 面 的 投影 为 零 ， 


4 7 和 
9 


-ye paydst ypayast sae 小 


| VE— 2d yds 
Ss 


-|} 一 人 人 3 ynayar 
“51 与 5: 的 法 向 量 方 向 相反 ， 且 投影 域 均 为 正方 形 Dy,， 
且 在 S Ex 一 9， 在 S: 上 有 *= 0 ， 


”» A 人 oa {yw aya 


Dyr Dys 
yea wayaz— fy sayas 
Dyz Dyr 


-| {yaadydzt 人 (yiydz 
> 0 9 0 


(2) i 


28314 


-saaet | sanaa 4... * 十 jj 20 x 
1 


在 Xo2 仅 标 iE 上 ， S,, 2 5， < 的 投 凡 荫 沟 需 ， 卫 . 六 有 由 二 ,的 
法 品 址 方 器 相 肥 ， 投影 域 均 为 正方 形 妃 .，， 


站 1 0, 


Dr Hr 


(3 a 
3 


fy + Xs) dxdy 十 《32 + Xa dxay t+ 
可 六 


jy + Xa) dxdy. 


人 征 %oy 坐标 区 上 ， S1 32) Ss, 53: 的 投影 为 专 ， 是 在 Ss 
上 有 2: 一 吃 在 3s 上 有 :一 0 时 


. .ole toddy + Joy: Swe) Axady 


jo snanay— eye tsaray 


x¥ 


用 ae Vy ow aray 


Ty TY 
经 好 


人 G+tavadxdy — | | Yadxdy 
0 0 O° 0 


.了 一 六 十 大 十 六 一 ct， 
问 ， 下面 的 计算 对 吗 ? 车 不 对 ， 请 指出 错 在 哪里 ? 
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计算 ， 了 一 zaxay， 鞭 中 5 为 球面 + + 过 一 的 外 全 


可 


解 : 总 一 号 1 十 生 2， 其 中 3 为 上 半球 面 ， Si 为 焉 半球 面 ， 且 
Si 的 方程 为 ， < 二 VB 一 家 一 入 ，5S: 的 方程 为 ; 


才 空 一 WwW 一 条 一 和 2 ， 


了 Naaray+ sa 


S1 Sn 
一 小 到 于 dxdy+ j (Vy xdy 


_ | dxdy— | dxdy 
Dry Dry 
二 人 0 . 


答 ; 不 对 。 错 在 仅 注意 曲面 5: 的 方程 为 x = 一 Ve 一举 一 y ， 而 
已 掉 了 S: 投 影 的 负 号 ， 正 确 解法 应 为 ; 


了 -faray+ jay 


1 2 


Nanay NN van ay 


Dry Dry 


一 sn aay 


Dxy 
22 章 

一 2 1 af A dr 
0 0 


厢 
= 一 2x| ww 9 一 YY2 (982 一 Y37 
0 
2 闻 
一 一 2 a7) 4 


-- xa 


3 
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问 ， 对 坐标 的 曲面 积分 与 对 面积 的 曲面 积分 有 什么 联系 与 区 别 ? 
答 : 1 。 两 种 曲面 积分 的 久别， 


《1) 对 面积 的 曲面 积分 : jyee 3 2043 不 苗 虑 曲面 的 方 
向 ， 只 考虑 碍 面 的 首 积 ， 共 微 元 4S 表 示 曲 面 的 面积 元 素 ， 其 
值 恒 为 正 ， 


(2 ) 对 上 众 标的 曲面 积分 : pe 2 dydzt Q(x, y, 2) 


访 
dxdz+ 民 (X,Y 2)4xdy ， 不 仅 要 考虑 曲面 前 上 方向， 而 且 要 考虑 
dS 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 4yds、dxdz 和 4axdy， 其 值 可 正 可 负 . 
2 。 两 种 曲面 积分 的 联系 : 
《1) 两 种 曲线 积分 的 计算 都 是 通过 转化 为 二 重 积分 去 解决 
的 。 
《2 ) 两 种 曲面 积分 一 般 有 如 下 关系 : 
当 确 定 曲 面 S 的 正 倒 之后， 我 们 以 任意 分 羧 将 曲面 S 分 成 许 
多 小 的 曲面 元 素 45， 并 在 每 个 4S 上 任 取 一 点 了 (x, 》, 2 ， 和 做 
王 点 前 正 侧 法 向 量 兰 ， 则 法 商量 的 方向 余 纪 为 Cosa, cos8, cosY 
{ 图 4 一 45) 。 
把 25 投影 到 x0y 浴 标 面 上 ， 有 DD., = dxid y= cosrg5， 


于 
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公 d5 投 影 到 yox 华 标 面 二， 有 Dy 二 2 y= COSQ0S, 
把 8S 投影 到 x0z 华 标 而 圭 ， 有 如. 二 Axlz 二 cosBd5. 
出 此 我 他 可 得 两 种 曲 闸 积分 的 下 述 关 系 : 


fpe, Vy EE yd Ox Y, RUxdet RX, y, Edxdy 
3 


中 


-jj VY 2 yz 二 jjow, YS AXAS+ jc VY, 2d 


-pc 各， 和 XI COsSARS+ je YY scoshas 十 


je Y, COSYHS 
fe yy A COs + OX, Y, Cos + RY, yy, HCoOsSY dS, 


当 曲面 由 正 催 3+ 变 为 负 侧 S- 有 时 ， 方 向 余弦 cosw，cosp，cosy 
都 改变 符 导 ， 由 此 导致 整个 积分 改变 符号 ， 


八 、 申 面积 分 与 三 重 积分 的 关系 


问 ， 曲 面积 分 与 三 重 积分 有 什么 联系 ? 

答 ， 在 曲线 积分 中 ， 烙 条 公式 把 阁 封 闭 曲 线 的 曲线 积分 与 由 读 封 
闭 曲 线 为 边界 的 平面 闲 域 土 的 二 者 积 分 建立 了 联系 。 类 位 格 林 
公式 ， 我 们 在 曲 画 积分 中 有 上 旺 斯 特 罗 格拉 特 斯 基 公 式 (简称 奥 
氏 公 式 ) ， 这 个 公式 建立 了 空间 区 域 上 的 三 重 积 分 与 该 区 域 边 
界 曲面 上 的 曲面 积分 之 间 的 联系 。 

假设 空间 闲 域 8 的 边界 曲 苞 5 与 任 一 平行 于 坐标 坦 的 直线 不 
多 于 两 个 肥 点 (图 4 一 46)， 有 上 且 荡 数 P(x, y, 2),， Q(x, yy 8) 和 
RCxsY, 2) 在 98 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 则 有 有 下面 的 奥 氏 公式 


jee 90+ AR )andyas 
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pes yy Sd yd OF, Y, Axds tT REO, Y, 2 aN YY, 
了 


这 里 的 曲面 积分 取 在 闭 蛤 面 S 的 外 侧 ， 三 重 积分 是 展 布 在 空 
闻 姥 域 8 上 ， 


| » S2 
Cy 
一 一 


* 
图 4—46 
问 ， 如 何 应 用 秽 氏 公式 计算 曲面 积分 ? 
答 : 我 们 可 记分 下 面 四 步 进行 计算 : 
《 1) 检验 曲 面 5 是 否 与 平行 于 坐标 轴 的 直线 最 多 只 有 两 个 
《2 ) 正 确 找 出 商 数 Px, vy, 2 OO(%, YY 和 和 R(X， YY 2)， 


(3 ) 计 算 三 个 偏 导 数 :0 ， 人 3R ,并 检验 其 是 否 连 续 ， 


oy， 于 (外 二 -9@ + Be adds 晤 


BY dy 
后 得 出 曲面 积分 药 正 确 答 案 。 
间 ， 如 何 应 用 奥 氏 公式 计算 曲面 积分 ; 


了 一 人 (x ys dydzt (yy —xz) dxdzt (sz:— xydxdy? 
右 


其 中 为 正六 面体 的 外 侧 曲 面 (图 4 一 44)， 
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答 : 由 于 泪 面 5S 与 任何 平行 于 坐标 轴 的 直 挨 最 多 有 了 两 个 交 夭 ， 且 
五 (YY 2) 一 一 yg XY 一 
x*y》， 在 曲面 S 转 成 的 闲 六 面体 上 有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 


-一 2 =2, 2 

nu -3 二 1 这 一 2 和 十 2 和 十 2% 
1 -Ca + 2 BE)ardyds 

= est ay anarayas 


=2 fa ay 人 (x+ y+2) ds 
避 D 0 
= 


问 ， 如 何 应 用 奥 氏 公式 计算 曲面 积分 : 
1 dydz 十 ydxdzt zdxdy’ 
3 


其 中 SS 为 球面 x+ y+z: 一 a: 的 外 恒 . 
答 ， 显 然 $ 与 平行 于 上 坐标 轴 的 直线 仅 有 两 个 诡 点 ， 且 P(x%, ,2) 
二 y= 并 有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 
BBP _ oy 0 a Roy 
3 By 3Y°, Fr 32， 


-jean 3 十 322) Awd yada 


一 3 J es get yanayas 


Y= YsinFcosd, 


应 用 球面 坐标 计算 , 令 和 二 Ysinpsinb， 


gg COSP, 
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Wk 开 证 
261 | 多 2ez2STTEE 地 区 


hn 
| 
[| 
pe 


站 ”站 
2 1 
= 二 | 91 Si 多 旨 多 
0 习 
—l2na5 
3 
一 4 区 好 5 


问 : 下 面 的 计算 对 吗 ? 为 什么 ? 


求 : 1 个 axay xodydz+ ydxdz, 黄 中 S 为 球面 x* + 
3 


y+ 2 = 
解 7 本 末 ys 
-人 [ae race 109 agod 
一 个 。 


答 ， 不 对 . 错 在 洽 有 正确 找 出 五 (加 2 Oty 和， RX, YY, 和 
计算 之 前 应 首先 将 积分 整理 为 标准 形式 ， 即 


1 ,arays Xi yds ydxdz 
5 


= sayas + ydxdat sadxdy 
3 


则 有 
PLX y, N= ON 二 后 再 利 
用 呐 氏 公 式 计 算 ( 见 上 问 》， 


志 、 小 结 


1 。 曲 线 积分 与 湖面 积分 的 主要 特点 在 于 ， 它 们 的 积分 区 域 
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是 曲线 (正面 曲线 或 空间 曲线 ) 或 空间 曲面 。 从 概念 上 ， 我 们 同 
样 可 以 用 点 函数 的 积分 。 和 joanao 去 概括 ， 即 曲 线 积分 与 曲 


(02) 
面积 分 也 都 是 无 穷 小 虽 和 的 极限 。 
(1 ) 当 寻 是 平面 上 的 点 ， 和 分 区 城 (4o) 为 平面 曲线 时， 
名 分 | J Gdo 就 是 平面 曲线 积分 : 


i 


{ pes, awi Or, VAYy, 
! 


《2 ) 当 型 是 空间 上 的 点 ， 积 分 区 上 臧 (o) 表 示 空 间 曲 线 ! 时 ， 
可 分】 /4)ao 就 是 空间 曲线 积分 


{pcx 人 2 ANT OU y, YAV+ RX, Y, 3) ds, 
i 


( 3》 当 用 是 空间 上 的 点 ， 积 分 区 域 (%) 表 示 空 间 曲 面 $ 时 ， 
积分 | (49d 就 是 空间 则 面积 分 


人 Pls, y, Daydat OX, yy, aadxdst REX, Y, 2 drd y, 
5 . 


2 读者 应 特别 注意 对 坐标 的 曲线 积分 ， 对 上 众 标 的 曲面 积分 
对 曲线 方向 、 曲 面 钢 的 要 求 。 这 不 仅 在 概念 上 是 重要 的 ， 而 且 
在 计算 上 也 是 重要 的 。 我 们 建议 初学 者 对 这 个 问题 予以 必要 的 
归纳 概念、 计算 公式 》 与 练习 ， 

3 . 格林 公式 、 上 奥 氏 公式 是 联系 重 积 分 与 由 线 积 分 、 助 面积 
分 之 向 的 重要 公式 这些 公 式 都 可 视 为 定 积分 中 牛顿 一 - 莱 不 
尼 兹 公式 的 推广 。 它们 不 仅 揭 示 了 曲线 积分 、 曲 而 积分 与 重 积 
分 之 间 的 内 在 联系 ， 而 且 在 计算 上 也 有 重要 的 地 位 ， 读 者 不 仅 
要 熟悉 公式 〈 往 意 公式 的 条 件 ) ， 而 卫 还 应 熟练 地 应 用 公式 。 


293 


十 、 思 性 练习 是 
1 .计算 下 列 对 弧 长 的 其 线 职 分 : 


(1) ara, 其 中 7 为 圆周 妈 十 多 一人。 


TI ， 其 中 为 介 于 C0， 一 2) 及 《44，0) 两 
1 
点 之 闻 的 直线 段 。 
(8 ayas, 其 中 是 自 直线 #0， y= 0，x 4，y= 2 所 


构成 的 奸 形 周 界 ， 
2 。 计算 下 列 对 华 标 的 沽 线 积分 : 


《1) (rt ydxt 2nydy, 其 中 i 是 由 (一 ?，0) 到 (7Y，0) 
{ 
的 半圆 周 》=V7 一 尾 ， 
(2) jasr oo- %)83， 共 中 ! 是 由 (0 ，07 到 (1，17) 的 


下 列 路 径 ; 
心 直 线 y=% 过 撮 物 级 ?一 蛇 加 和 乳 物 维 x*= YY 二， 
3 。 判 定 干 列 积分 旺 否 与 路 径 无 关 ， 并 求 积 分 值 : 


《1 ) jee+ paz+ Gny+ yay 其 中 是 由 点 (0，0) 
到 (2 ，2) 的 油 线 缀 ， 
(2) 和 se an dx Gary yay. 其 中 i 是 由 点 (一 工 ， 
1 


一 3 1) 的 直线 段 ， 
。 应 几 格 条 公式 计算 下 列 各 查分 : 
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(1 way- yax， 其 中 是 贺 周 内 十 他 二 7*( 正 向)， 

《2 ) jw 其 中 i 是 坐标 畏 和 直线 了 + 写 一 1 所 构成 的 三 角 
形 周 界 〈 正 向 ) 。 

(3) sea Sdy, 其 中 1 为 车 周 x? 十 VY 二 AX 

5 。 计 算 下 列 对 面积 的 曲面 积分 : 

GD 和 ce- 2X%2 一 XX 十 QS， 其 中 为 平 而 2x 二 27 十 z= 二 6 在 
第 一 封 限 中 的 部 分 ， 

{2 用 cs dS， 其 中 为 球 国 妇 十 位 十 娃 一 本 上 2 二 记 

C0 < 及 <) 的 部 分 。 

(3 用 e+ 32+X21ES， 其 中 3 为 锥 面 2 = 二 V+ 近 被 往 面 
X? 十 二 24x 所 截 得 的 部 分 ， 

6 。 计 算 曲 面积 分 ; 1 X20xdYy， 其 中 5 为 球面 汰 十 沪 十 肛 
二 :的 下 半 部 分 外 出 ， 

7 ， 计 算 ， aya t yuanasraaaty 其 中 $ 是 由 平面 4 一 0 
y= 0,2=0, z= 1 ,7= 1 ,2 二 1 所 国 成 的 立方 体 表面 的 外 侧 . 


利用 奥 氏 公式 计算 曲面 积分 : Ps yaryt os 
wz yax， 其 中 S$ 为 柱 面 只 十 二 1 及 平面 x 二 0 ,3 二 3 所 围 成 的 空 
河 区 域 & 的 整个 边界 曲 面 的 外 侧 。 


二 a 一 一 一 一 zwdy， 其 中 S$ 为 曲面 2 二 VX 十 总 ，# 一 


二 
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] ， 


:一 2 所 围 成 的 空间 区 域 2 的 餐 个 边界 曲面 的 外 侧 ， 


十 一 、 思 考 练习 题 告 案 或 据 示 


1 ,. C1)2na:, 
(2)% 51n2,; 
‘3724, 


2 
2 (C1) 
) 


1 1 17 1 
一 ， 一 ， 人 二 -一 ， 一 一 。 
(2 ) 出 二 1 Cy @ 20 


3 (1) 无 关 ， 13 二 


(2) 有 关 ， 0， 
4,. C1 ) rr 
(2)3: 
{3})0., 


5, (1 ) 一 学 
【2 一 下 


64 /3 at 
(3)15 2 4, 


全 。 _ xR 
108 
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第 五 章 级 数 
在 学 习 一 元 微 积 分 时 ,我 们 已 接触 过 “级 数 ” 这 一 概念 ,例如 ， 
在 讲 定 积分 的 定义 时， 积分 和 式 2，/ (#7) Axi 就 是 一 个 级 数 。 本 
?=1 


章 将 详细 地 介绍 级 数 的 基本 理论 及 其 在 近似 计算 中 的 应 用 。 
本 章 讨论 常数 项 级 数 ， 然 后 重点 研究 寡 级 数 和 富里 误 级 数 ， 
学 可 本 章 的 要 求 ， 
1。 正 确 理解 级 数 定 义 ， 掌 担 级 数 收 鼓 、 发 散 的 入 念 及 其 
基本 性 质 。 
2。 东 六 几何 级 数 、 王 一 级 数 〈《 调 和 级 数 ) 的 餐 散 条 件 。 
3。 掌握 正 项 经 数 的 比较 判别 法 ， 雪 练 掌 担 比 值 判 别 法 ， 
4。 掌握 绝对 收 襄 和 条 件 收 均 的 条 念 。 
5。 学 提交 错 既 数 的 兼 不 上 尼 益 尖 昼 法 ， 
6。 掌 提 协 级 数 前 各 念 及 收 促 半 树 的 求法 ， 
7。 了 解 畴 级 数 的 主要 性 质 (在 收效 区 间 内 和 耳 数 连续 ,可 逐 
项 微分 、 逐 项 积分 等 ) ， 会 求 障 单 的 容 级 数 的 和 油 数 。 
8。 束 悉 五 个 初等 示 数 的 泰勒 级 数 及 它们 的 收 喜 夺权， 会 求 较 
简 革 的 函数 泰 勤 级 数 ， 会 用 泰勒 级 数 进 行 近 似 计 和 工 。 
9。 了 艇 三 角 函 数 系 的 拔 念 、 三 角 肌 数 系 的 正 交 性 以 及 在 求 富 
民 级 数 中 的 作用 。 
10， 掌 握 富 民 级 数 的 报 念 ， 融 练 学 握 葡 一 一 富里 衣 公 趟 ， 
并 能 熟练 地 计算 富 成 系数 ， 正 确 地 写 出 相应 的 富 氏 展开 式 ， 
11。 能 把 奇 《 盆 ) 疝 数 形成 相应 的 正 落 【〈 父 绑 ) 级 数 。 
12。 知 诞 狄 所 收 敲定 理 的 条 人 忻 和 结论 
本 便 的 重点 是 ， 级 数 的 收 仑 与 发散 的 溉 念 ! 下 项 级 数 凡 个 收 
分社 判 因 法 交错 级 数 的 判 侣 法 寡 级 数 收 效 半 径 的 求法， 五 个 
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初等 销 数 的 泰坦 公式 以 及 使 用 富 氏 展开 式 计算 请 氏 系数 ， 


一 、 常 数 项 级 数 的 基本 和服 念 及 性 质 


问 : 什么 是 常数 项 级 数 ? 它 与 数列 有 什么 联系 ? 
答 : 一 般 地 ， 如 果 给 定 一 个 数列 
Bly 2 dy 
把 数列 各 项 依次 相 加 ， 有 
Wi 
则 称 上 和 式 为 常数 项 级 数 〈 简 称 为 级 数 )》 ， 沁 为 


oo 
an， 
妨 三 1 


其 中 wu 称 为 级 数 的 一 般 项 ( 通 项 )}， 》 ,为 求 和 号 ，》 ,au 表示 将 


好 三 ] 
数列 {二 中 的 无 穷 多 项 之 项 相 加 ， 因 此 、 级 数 实质 是 无 穷 多 个 
数量 相 加 的 问题 ， 
例如 ， 车 数列 为 ; ly 2 Bm, PH, way 则 可 得 级 数 : 


I++ 2 十 3 十 局 十 加 十 te 一 和。 


1 


1 1 1 
又 如 ， 若 数列 为 ， 亏 ， 地 ， 诗 ，"…， 辫 ， 则 可 得 级 数 : 


综 上 所 述 ， 可 以 清楚 地 大 到 ， 级 数 与 无 穷 数 列 既 有 人 区别， 义 
有 联系 。 数 列 只 古 将 无 穷 多 个 数 按 一 定 规律 进行 排列 ， 而 级 数 
则 将 数列 中 的 各 项 相 如 求 和 ， 
问 ， 什 么 是 级 数 的 和 ? 如 何 求 级 数 的 和 ? 
将: 我 们 知道 ， 级 数 是 无 穷 多 个 数量 相 加 ， 和 如果 租 加 之 后 得 到 一 
个 确定 的 有 限 数 ， 则 称 这 个 数 为 该 级 数 的 和 如果 相 加 之 后 不 
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存在 一 个 确定 的 数 ， 则 称 该 级 数 无 和 . 


例如 ， 级 数 。 丈 芒 一 于 十 村 二 十 汪 十 沪 一 1 所 以 这 个 级 
1 


数 有 和 ， 且 和 和 数 为 1 。 而 级 数 > #% 一 1 十 2+3 填 十 十 … 则 


直 二 3 
无 和 ， 
如 何 正确 地 理解 级 数 中 无 穷 多 个 数量 相 加 呢 ? 有 限 个 数量 相 
加 ， 可 以 一 个 一 个 地 相 加 ， 而 无 穷 多 个 数量 相 加 就 不 能 这 人 么 做 
了 ， 为 了 解决 这 个 问题 ， 只 能 依靠 极限 去 解决 ， 即 


1 。 先 求 出 级 数 > ,an 揭 前 # 项 和 ss 二 wt 十 Wz 十 Ha 十 十 邮 
wm 二] 

二 。 取 极 限 ; lims, 

车 格 限 存在 且 根 限 值 为 ， 则 级 数 和 为 8 ， 即 > ws 二 83 

车 极 痕 不 存在 ， 则 级 数 无 和 ， 


例如 ， 求 级 数 一 志 -的 和 | 
并 三 工 


解 ，《〈1 ) 先 求 s。， 
(G3) 
= 2 (a) 
3 
《2 ) 了 极限. 
Ne 1) 71, 


级 数 > ,an 的 和 数 为 1 ， 即 


开 王 1 
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五 二 | 


司 ， 如 和 何 理 解 级 数 的 上 收敛 与 发 散 ? 
答 ， 级 数 > ， zx 的 俏 2 项 和 为 sw。 


=1 
若 lJim s。 


疗 - 


存在 , 且 极 限 值 为 s , 则 称 级 数 > ,ro 为 收敛 的 ， 且 收效 于 s 3 


为 三 二 


否则 称 级 数 为 发 散 的 ， 显 然 ， 发 散 级 数 元 和 ， 


例如 ， 级 数 交 忆 一 -为 收 伍 的， 且 收 将 于 13 而 级 数 了 为 


兽王 于 
发 散 的 . 

一 般 地 ， 将 级 数 的 收效 性 与 发 数 性 统称 为 级 数 的 钙 散 性 ， 研 
究 、 判 断 一 个 级 数 的 伍 散 性 是 一 个 非常 重要 的 问题 ， 这 在 下 面 
还 要 详细 讨论 。 这 里 我 们 可 以 从 级 数 化 散 性 的 概念 上 去 判断 一 
个 级 数 的 合 散 性 ， 其 步 又 为 ， 


1 。 求 出 级 数 ,ww, 的 前 %# 项 和 sw， 


六 二 上 


。 求 极限 ; Jims,, 若 极限 存在 ， 则 级 数 区 #s 收 化 ， 否 则 
站 三 1 
发 散 。 


例如 ， 级 数 世 二 的 伊 散 性 ， 


299 


二 
一 nT 
而 和 
负数 下 方 酌 于 订 收 租 ， 且 收 总 于 1 


问 : 收 级 数 有 哪些 要 性 质 ? 在 学 习 这 些 性 质 时 应 注意 什么 回 
题 ? 
葵 : 收敛 级 数 的 重要 性 质 有 : 
性 质 1 ， 在 级 数 前 面 加 上 或 去 撞 有 限 项 ， 不 会 影响 级 数 的 伍 
散 性 . 
这 个 性 质 进 一 步 指 出 了 有 跟 项 和 与 无 穷 多 项 和 的 本 质 区 别 ， 
起 于 级 数 是 无 穷 多 项 相 加 求 和 ， 所 以 级 数 的 收 伍 性 不 取决 于 级 
数 前 面 有 限 项 的 变化 ， 而 是 取决 于 级 数 中 充分 远 以 后 各 项 的 变 
化 情况 ， 
应 该 注 合 的 是 ， 土 述 变化 虽 不 影响 级 数 的 敏 散 性 ， 但 一 般 来 
说 ， 级 数 如 果 收 你 ， 则 和 可 能 要 改变 ， 
性 质 2， 收 敛 级 数 的 各 项 同 莱 以 一 个 常数 后 所 成 的 级 数 仍 收 


效 。 即 级 数 44, 收 化 二 3, 则 级 数 > cus lc 为 常数 ) 收 合 于 cs， 


站 宇 1 矿 二 1 
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这 个 性 质 指 出 ， 将 级 数 各 项 同 滋 天 一 个 贡 数 后 ， 不 此 杰 级 数 
的 收 化 性 ， 显 然 和 数 是 要 改变 的 


应 该 注意 的 是 ， 若 级 数 》 cx 收 化 级 数 oo 则 不 一 定 收 
和 三 1 二] 
化 
例如 ， 级 数 如 <。 二 《c=0》 收敛 于 零 ， 但 乙 二 是 发 散 的 ， 
半 二 1 
一 般 有 下 面 的 结论 ， 
级 数 的 各 项 辣 弱 以 一 个 非 零 常 数 ， 则 级 数 的 敛 散 性 不 变 。 
性 质 3， 两 收敛 级 数 逐 项 相 加 或 相 减 所 成 的 级 数 仍 收 化 。 即 
2 ta 与 on 分 别 收 敏 于 zsp 则 级 数 > Gtr 二,) 收 误 于 k 士 r。 


好 一 卫 由 三 1 于 兰 工 


应 该 注意 的 是 ， 车 > au 与 ?加 发 散 ， 则 级 数 了 (ws 土 v5) 


x 二 1 灶 二 上 六 芋 1 
不 一 定 发 散 。 
酌 如 ， 级 数 1 十 1 十 下 十 1T 二 发散 ， 
级 数 《 一 了 J} 十 (一 1) 十 十 (一 1) 二 发散 ， 
而 Ci 一 jC1 寺 (一 1] 二 于 寺 [CI 十 (一 203 十 m 则 是 由 底 
的 。 
力 外 ， 性 质 3 也 指出 了 判断 级 数 收 鼓 的 一 个 充分 和 条件。 即 车 


jw 与 32 分别 收 化 ， 则 5 (gw 土 0,) 必 下 证， 


m=1 =1 起 三 1 


例如 ， 判 断 级 数 忆 (- 让 -+ 去-~) 的 敛 散 性 . 


nN 二 1 


解 : 级 数 2 一 收 敛 
对 三 1 


收 敦 ， 


级 数 》_ 3 


坟 三 1 
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gx 三 (去 ， 二) 人 


性 质 4， 若 级 数 并 wu 收 化 于。 ， 峙 将 级 将 的 项 依次 加 括号 后 


=1 


所 成 的 级 数 仍然 收 做 于 3s， 


[| 


例如 ， 级 数 》 ws 一 丰 十 庆 十 十 细 十 各 一 3 


习 三 和 
则 按 下 述 每 两 项 加 揪 号 后 得 的 级 数 
《如 1 2) + (Hs) et Cs Tt) 二 
= 十 十 ve 二 十 
仍 收 效 ， 且 收 倒 于 
应 该 注意 的 是 ， 若 一 个 收 化 级 数 原 来 有 括号 ， 去 括号 后 得 到 
的 新 级 数 就 不 一 定 收效 了 ， 
全 如， 一 1 二 (1 一 了 二 十 (一 1 十 
收敛 于 堆 ， 去 掉 括 号 后 得 级 数 ; 
1 一 1+1 一 1 二 
为 发 散 的 ， 
问 ， 收 全 级 数 的 必要 条 件 是 什么 ? 在 学 习 必 要 条 件 时 应 注意 什么 
问题 ? 
答 ， 级 数 收 敏 的 必要 条 件 是 级 数 的 一 般 项 赵 于 替 . 即 级 数 > ,zs 收 


于 三 1 


合 的 必要 条 件 是 : 


lim#w, 一 0。 
| 


例如 ， 河 zm 收 伐 ， 则 必 有 


lm nmt1l) 9， 
收 和 化 级 数 的 这 个 性 质 是 非常 重要 的 ， 它 不 促 告 诉 我 门 ， 一 个 
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级 数 如 采 收 误 ， 则 其 通 项 必 趋 于 零 ， 而 卫 还 指出 判断 级 数 发 散 
的 充分 条 件 ， 即 车 Jimsin 寺 0， 则 级 数 ws 必 发 散 ， 


天 三 1 
例如 ， 判 断 级 数 之 一 二 一 的 全 散 性 ， 
w=1 
解 ，… lims,=]im— < 二 1 革 0， 
Er et neo 3 1 
级 数 党 十 1 发 散 ， 


应 读 注 意 的 是 ， 级 数 一 般 项 趋 于 堆 并 不 是 级 数 收敛 的 充分 条 
件 。 旭 就 是 弯 ， 不 能 因为 某 一 个 级 数 的 一 般 项 赵 于 零 ， 就 肯定 
这 个 级 数 收敛 ， 


例如 ， 级 数 2 ,二 的 一 般 项 瘤 于 零 ， 即 
m=1 


lim-l = 0， 
oo 


但 读 级 数 是 发 散 的 ， 


一 、 正 项 级 数 及 其 收敛 判别 革 


间 ， 什 么 是 正 项 级 数 ? 正 项 级 数 收 敛 的 充 村 亲 件 是 什么 ? 
答 : 如 果 级 数 的 各 项 均 为 正 数 或 零 ， 则 称 该 级 数 为 正 项 级 数 。 
例如 ， 级 数 


站 


nn 三 1 罚 三 1 用 二 1 


都 是 正 项 级 数 ; 而 级 数 
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如 果 级 数 记 1s 为 一 个 正 项 级 数 (ws 宕 0) , 则 它 的 前 % 项 和 ss 肯 
次 三 工 
定 是 一 个 单调 增加 的 数列 ， 即 : 
1S 
这 时 ， 者 数列 3. 有 上 和 界 ， 则 根据 ”数列 单调 有 界 必 有 极限 ”的 
礁 则 ， 可 知 数 列 s; 必 有 要 最 ， 即 : 


lims, = 8, 
Es] 


几时 ,级 数 收 化 于 3 ， 
反之 ， 如 果 正 项 级 数 > ,wu。 收 伍 于 s， 即 ， 
好 二 了 


Jlims, = 8, 
| 


此 时 ， 可 知 so 这 有 界 。 因 此 ， 正 项 级 数 收 敏 的 充 要 条 件 为 : 

“下 项 级 数 的 前 # 项 和 数列 s* 有 界 ”. 

由 于 判断 一 个 级 数 前 和 项 和 数列 的 有 界 性 是 比较 困难 的 ， 所 
以 ， 正 项 级 数 收 伍 的 充 栅 条件 的 重要 性 主要 体现 在 理论 上 . 至 
于 具体 判断 一 个 级 数 的 敛 散 性 还 要 依靠 另外 一 些 简便 易 行 的 判 
别 法 ， 

问 ， 什 么 是 正 项 级 数 收 敛 的 “比较 判别 法 ”? 在 应 用 “比较 判别 法 ” 
时 应 注意 什么 问题 ? 
答 : 我 们 将 下 面 的 法 则 称 为 正 项 级 数 敛 散 性 的 “比较 判别 法 ”: 


设 tr 与 29 为 两 个 正 顶 级 数 ， 且 有 


守 三 1 于 三 和 有 


Hav N= 1 2 ), 


则 当 > 加 收 答 时， > an 必 收 误 ; 


型 二 了 严 二 1 


当 2 .2 发 散 时 ， > 也 发 散 ， 


六 二 1 洪 三 ] 
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通过 鞭 则 可 以 着 出 ， 所 误 “ 比 较 判 别 法 ”， 就 是 将 一 个 级 数 与 
一 个 已 知 化 散 性 的 级 数 相 比 较 ， 从 而 得 到 读 级 数 的 黎 散 性 。 因 
此 ,选择 一 个 易于 和 某 个 级 数 比 较 , 日 已 知 敏 散 性 的 级 数 丰 至 英 

应 读 往 意 的 是 ， 在 判断 一 个 级 数 的 收 敏和 性 时 ， 应 选择 一 个 遗 
项 比 原 级 数 略 大 的 已 知 级 数 做 标准 ;在 判断 一 个 级 数 的 发 散 性 
时 ， 应 选择 一 个 通 项 比 原 级 数 略 小 的 已 知 级 数 做 标准 。 这 在 一 
定 程度 要 依赖 于 经 验 ， 我 们 建议 读者 多 做 一 些 这 方面 的 练习 。 


例如 ， 天 级 数 -57 EE 二 的 伍 散 人 性。 
解 ， “ DD + 是 收 伍 的 ， 
1 
而 (+1) nt 
级 到 允 1 Ti 收 剑 。 


“比较 判别 共 ? 还 有 另 一 种 非常 实用 的 极限 形式 ， 即 设 >，w。 


nx=1 


和 > op。 为 两 个 正 项 级 数 ， 如 果 
站 二 1 
lim_ "1 (0 志和 十 0)， 


Nee Un 


则 级 数 2 和 这 jv; 同时 收敛 或 发 散 ， 


nm 二 1 下 三 1 


我 们 可 用 此 种 方法 判断 级 数 Ti 的 敛 散 性 ， 


(w+ 1 ES 


和 数 工 启 本 于 厅 是 收 作 的 
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有 ~ 下 


问 ， 如 和 何 用 “比较 判别 法 ? 询 别 下 列 级 数 的 伍 散 性 ? 
(1 ZF! (2) 5 sinl ， 


m=1 


De 
| 1 
(3) Ty ; (4) 22 si -5 


管 : 由 于 应 用 “比较 判别 兴 ” 的 关键 在 于 选择 一 个 易于 比较 ， 且 已 
知 但 散 性 的 级 数 ， 因 此 ， 我 们 熟知 敛 散 性 的 级 数 越 多 ， 应 用 此 


法 就 越 方便 .下 面 我 们 首先 用 “比较 判别 法 ?证 明 调和 级 数 忆 二 
赴 = ] 
的 发 散 性 ， 以 后 就 可 以 应 用 它 做 发 散 级 数 的 判别 标准 ， 


解 ， (1) 级 数 忆 二 一 子 十 云 十 二 +"… 是 发 散 的 ,将 调和 
加 三 1 


级 数 二 的 第 3、 4 项 ,第 5，6、7、8 项 ， 第 9、10、，,16 项 , 
时 三 二 


依 规律 加 括号 ， 得 
1+ 玛 二 (二 + 二) 上 (二 + 二 + 二 + 于) 二 (于 + 二 +……+ 云 ) 
十 es， 
又 卫 + 了 > 工 + 工 <， 
和 
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1 1 1 i 1 
一 十 一 十 *** 十 一 二 一 十 ww 十 一 一 一 币 业 曲 
9 10 15> 苇 16 16 2° 
1 1 1 1 1 1 i 
上 于 十 一 十 -一 十 -一 十 ss 十 一 LE) 一 一 一 一 -十 -一 沾 自由 井 
2 3 4 % Ti 2 T 2 2 


“、 级 数 忆 二 发 散 . 


二 1 


(2)°% 级 数 工 一 是 发 散 的 ， 


二 1 
sin_ 上 
六 jim 一 十 4 
[| 
Ei 


六 级 数 >，sin 二 为 发 散 的 。 


六 三 工 
(C3) 
n=1 
1 一 
. 衫 十 上 jj ni 二 1} 
x 各 一 
Vn{nt+ 1) 
= lim 区 
ao 十 | 
一 1， 
的 。 
级 数 2 0 二 二 为 发 歼 的 


(4) 级 数 (之) 是 收 信 的 ， 
n=1 


又 2rsin 5 <<2n 。 二 =( 宇 ) ， 
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级 数 2 2"sin 一 二 为 收 敏 的 ， 
三 1 

问 ， 什 么 是 “比值 判别 法 ”? 在 应 用 “比值 判别 法 ”判断 正 项 级 数 剑 
散 性 时 应 注意 什么 问题 ? 

答 ， 我 们 已 经 春 到 ， 应 用 “比较 判别 法 ”可 以 判断 一 个 正 项 级 数 的 
敛 散 性 ， 但 由 于 必须 根据 所 给 级 数 的 特点 ， 选 择 一 个 适 于 比较 
的 已 知 级 数 去 进行 判别 ， 所 以 应 用 这 个 方法 是 不 方便 的 。 我 们 
希望 有 这 样 的 判别 法 ， 即 

(1 ) 不 依赖 于 其 它 级 数 ， 就 党 所 给 级 数 本 身 进行 判别 ， 
(2 》 判别 法 应 用 的 范围 应 尽 可 能 的 广泛 ; 
《3 ) 判别 的 方法 简单 易 行 。 
符合 上 述 三 个 条 件 的 判别 基 有 “比值 判别 靶 "、“ 根 值 判别 法 ” 
…， 下 面 首先 学 习 “ 比 全 判别 法 ” 


如 果 正 项 级 数 ,ws 满足 条 件 ; 


六 = 三] 


则 妆 了 < 1 时， 级 数 收 敛 ， 
当 了 >>1( 或 了 一 co) 时， 级 数 发 散 3 
当 了 = 一 1 时 ， 级 数 可 能 收 恕 也 可 能 发 散 。 


例如 ， 判 断 级 数 >, -一 的 敛 散 性 ， 
nn 三 1 
1 
(n+ 12} 


1 
{ 更 十 了) 1] 


El 王 A Om ] 
#1 


1 
解 : "0" 果 一 一- 一 一 是 Fa+1 一 上 


了 2 
roo 《 祝 十 1)1 
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一 ji 
机 一 器 天 十 了 


三 0 


级 数 2 下 为 收 全 的 ， 


#=1 
通过 例题 我 们 可 以 看 到 , “比值 判别 法 > 比 “ 比 较 判 别 靶 "简单 
易 行 ， 
在 应 用 “比值 判别 法 ”时 应 注意 : 
(1 》 一 定 用 第 %+1 项 去 比 第 项 ， 然 后 取 x -co 肝 的 极限 ， 


tl ; 如 时 用 第 项 去 比 第 n+ 1 项 ,再 取 极 限 就 众 了 了 ， 


4 


好 Jim 
Ha 


《2 ) 当 ! 一 1 时 ,“ 比 入 送别 法 ? 拓 效 ， 应 选用 其 它 方法 进行 
判别 
( 3 ) 当 级 数 的 一 般 项 ze 是 某 数 的 阶乘 、 连 区 、 尼 方 等 形 取 
上 时， 应 用 “比值 判别 法 "比较 方便 ， 
问 :， 如何 骨 “ 比 值 判 别 法 ”判别 下 列 各 级 数 的 效 散 性 ? 


[mm [二 | [sh mp] 
(GD 2 一 (2) Tong) (3) 2 ， 
于 二 上 


n=1 n= 1 
答 ， 应 用 “ 比 慎 判别 法 ”判别 正 项 级 数 的 伍 散 性 ， 大 体 可 分 下 面 三 
步 进 行 ， 即 


( 1 ) 确定 所 给 级 数 > ,tp 的 第 0 项 ov 与 第 十] 项 zsti 


天 三 站 


《2 求 极 限 : lim -= 一 7 
有 下 Hn 


[mm 


(3 》 根据 的 不 同情 况 确定 级 数 x 的 钙 散 性 ， 


时 三 1 


解 : (1) 级 数 忆 二 的 第 n 项 为 一， 第 2+ 1 项 为 下 T， 
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了 ln 


nA 


n+ 1 


1 


no n+ 1 


= lim 
Ei 天 一 


一 1 ， 


Hi 


所 以 , “比值 判别 法 和 失效， 实际 上 应 用 “比较 判别 法 "已 知 该 级 


数 是 发 散 的 。 
[mw | 
(C2) 级 数 了 (ln3)”! 的 第 项 为 In3)*'， 第 n++1 项 为 
内 二 工 
(ln3)*, 
i att i _Qn3)” 
x lm ng) 
= lim ln3 
Fm 
=]ln3>1， 
级 数 2 (1n3)”-! 为 发 散 的 。 
一 条 到 让 
_ St Bat+l 
3) Wo 一 nl , 8nt+l nt 间 
GB*+1! 
f+! — 13 “入 十 1)1I 
x lm 
到， 
= lm mn 十 1 
王 认 +; 
级 数 本 一 收 全 
站 三 ] 


问 ， 下 面 的 解法 对 吗 ? 为 什么 ? 
判断 级 数 2, -一 的 效 散 性 . 
= 
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9 DA+ 1 
解 : , Hs 一 一 一 外 大 ni 一 


1 nt 171 
227 
又 lim 一 2 一 lim -一 到 1 
nem 1 Foo ， 
【于 二 171 
= lim 才 十 1 
oo 
= oO, 


级 数 了 全 是 发 散 的 。 


三 1 1 


答 ， 上面 解 靶 是 错误 的 ， 主 要 错 在 将 极限 lim -es: 


请 
lim 
Hoo n+i 


了 ， 正确 解法 应 为 : 


2 2°+! 
fr 一 21 H+ (n+ 1)1 和 
Dnt 1 
又 lim ett = lim s+ DL 
moo Hn 并 -DC 2" 
731 
= lim—2 
nc090 外 十 1 
一 卜 ， 


级 数 下 一 为 收敛 的 。 
桩 三 1 


问 ， 什么 是 “ 根 值 判别 法 ”? 如 何 应 用 “ 根 值 判别 法 ”判别 级 数 的 敛 


向 性 ? 


答 ; 一 般 把 下 面 的 判别 潜 称 为 “ 根 值 判别 兴 ”?， 即 如 果 正 项 级 数 


> zw 满足 条 件 ， 
和 三 工 
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lim xig 一 , 
则 当 之 1 时 ， 级 数 收 证， 
当 7 = 二 1 了 时， 级 数 可 能 收 仑 也 可 能 发 散 ， 


从 “ 根 值 判别 法 > 可 以 看 出 ， 如 果 级 数 ,7s 的 一 般 项 ws 是 4 次 


六 二 1 
方形 式 时 ， 应 用 “ 根 慎 判 别 法 ”比较 方 恒 ， 具 体 步 又 为 ; 
(1) 确定 所 给 级 数 的 一 般 项 xns 
《2 ) 求 极限 ， lim zt 一 ， 
《3 ) 根据 1 的 不 同情 况 ， 确 定 级 数 的 敛 散 性 ， 
例如 ， 判 断 级 数 


1 二 -到 -十 -二 
的 级 散 性 。 
解 ，** 原 级 数 的 一 般 项 为 : z= ， 
又 lim s/w = lim 4/ 工 
= lim 二 
nao 时 
二 、 


Hn 


级 数 一 ”为 收 敏 的 。 
站 二 1 
问 ， 如 何 用 “ 根 值 判别 法 ?久别 下 列 各 级 数 的 伍 散 性 ? 
re” 天 二 二 1 
DD 之 2 (zr) ; 3) bre 


答 : 上 述 各 级 数 的 一 般 项 都 是 % 次 方形 式 ， 所 以 可 以 应 用 ” 根 慎 
判别 落 ” 进 行 判别 。 
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及 lim 人 


rjc 


级 数 2) -2 一 是 发 数 的 ， 
开 三 1] 


C2)% “= (5 一) ， 


lim % ( 


a ) = lim— < 1 
Hoo 2 二 1 


co n+l 27 


人数 开 (5 收敛 


Li 一 1 
{3) 生 [| TIntnt 1 1? 


mo TD zco TD 十 二 ) 


级 教习 收敛 ， 


Tne 1) 0” 


三 、 区 错 级 数 及 其 收敛 判别 法 


问 ; 什么 是 交错 级 数 ? 它 有 什么 特点 ? 
答 : 所 谓 区 错 级 数 就 是 级 数 中 的 各 项 是 正 负 交错 的 ， 一 般 交 错 级 
数 可 表示 为 ; 


Lm 


2, 《 一 DD ga tt t+ ts 4 


了 二 
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Eo 
或 >, C1) "= CO 一 
并 下 1 


其 中 wv，wwz，……* 都 是 正 数 ， 例 如 ， 下 面 各 级 数 都 是 交错 级 数 : 


+t- 1— 1 
5 (—1) = + 


二 1 


(lll 
3 1 (十 2) 3 Tt 2 157 


ailon _ Ja2 ,ln3 
y : D0 


杂工 二 


从 上 面 例子 中 可 以 看 出 ， 交 错 级 锤 的 最 大 特点 就 是 ， 在 级 数 
中 正 项 和 货 项 按 规 律 交 错 排 列 ， 
间 ， 如 何 判 别 交错 级 数 的 银 散 性 ? 
答 ， 因 为 在 交错 级 数 中 有 无 穷 多 个 正 项 ,同时 又 有 无 穷 多 个 负 项 ， 
由 于 正 、 负 抵消 ， 而 使 交错 级 数 比 较 容易 收敛 ， 例 如 ， 正 项 级 


数 允 汪 是 必 表 的, 而 交错 级 数 3 (一 1 二 则 是 收敛 的 ， 


n=1 
为 了 判别 交错 级 数 的 丝 散 扒 ， 一 般 有 下 面 的 判别 法 一 一 莱 不 
尼 花 判别 共 : 


如 果 交 错 级 数 > (一 1)"w。 (或 > (一 "15,) 满足 条 件 : 


C1) ilm#,= 0 (Hr20); 
[| 


(2) Wn 《名 一 工 ,2， a) 


则 该 级 数 收 合 . 
判别 蔷 瞧 诉 我 们 ， 如 杂交 错 级 数 的 一 般 项 除去 符号 )wws 趋 


于 怜 (# 一 co0)， 且 ws 为 单调 递减 的 , 则 交错 级 数 >， (一 1)*ww 收 
m=1 


EE: 
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[er 


例如 ， 交 错 级 数 上 -是 收敛 的 ， 这 是 因为 ， 


2 
= 1 


1 


lim wx; = lim— = 0， 
-人 no 
1 - 1 
年 = 
提 十 1 


间 ， 下面 的 交错 级 数 收 敛 吗 ? 为 什么 ? 


《一 1 《一 了 ”1 
‘D) 二 直人 ] Cnt+2) ’ 2) Es 
(3) 3 1)*- :nn 。 
弟 三 】 


答 : 我 们 可 以 根据 菜 不 尼 兹 判别 法 的 两 个 条 件 去 检验 上 述 各 交错 
级 数 的 人 敏 散 性 。 


。 1 一 
解 : (1) mw lm 全 一 0， 

_ 1 -1 
Ty? 


‘ (—1)* 
“ 23 ] 下 (8 十 2) 方 本 二 中 收 化 ， 


四 1 
2) lin =lim 1  - 
(2) mm mr 0? 


上 一 1 
Xx Wi LJotnt+ 1) hat lIn(n+2) * 


。 【一 TD) 
有 数 工 -1 收 外 


(3 li 一 1 一 一 ln 二 0， 


> Ct aoco 末 


为 了 证 明 ws 一 -2 为 单调 碱 函 数 ， 可 设 函 数 


,ux 
J 本 党 和 
} 1 — lox 


J» TT 


沪 #>e 后 ，Y 之 0， 距 时 函数 十 芋 为 单调 沽 函数 ， 


当 #2>3 后 ，w 二 于 音调 递减 


级 数 并 (一 1 和: -2 和 收 化 。 


四 、 绝 对 收 伍 与 条 件 收 敛 


; 件 么 是 绝对 收效 姐 数 ? 什么 是 条件 收敛 级 数 ? 
; 设 有 级 数 


2 
> ， Hs = 人 DD 
好 三 二 


其 中 s#n(4 一 19 2》 为 任意 实数 ， 则 其 各 项 的 绝对 值 组 成 一 个 
下 项 级 数 


lunl= lt | | +t tt || + 久 
n=1 


如 果 级 数 国 收复 ， 则 称 级 数 他 为 绝对 收敛 级 数 。 如 果 级 数 个 
收效 ， 而 级 数 怨 发散， 则 称 级 数 由 为 条 件 收 敏 级 数 . 


例如 ， 级 数 本 就 是 绝对 收 伍 级 数 ,这 是 因为 将 该 级 数 
首 一 二 


各 项 取 绝 对 值 后 得 的 级 数 
2 


站 三 了 | 
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世 忱 化 的 。 我们 可 以 用 正 项 级 数 判 别 共和 进行 判别 ， 纯 
liin — 一 lm 二 一 人 ， 
下 -人 祭 na 了 


一 t 上 上 
级 数 > 一 ”为 收 总 的 
下 二 1 


又 如， 级 数 可 -一 -上 一 为 夭 件 收 丝 级 数 ,这 是 因为 根据 交 
| 


错 级 数 收 化 的 判别 法 可 知 ， 马 -一 一 一 收 化 ， 而 将 该 级 数 
nn 二 1 


各 项 了 各 绝对 值 后 所 得 的 级 数 ， 


3 1 | 1 
,1 jE | A 


为 发 散 的 ， 
问 ， 绝 对 收敛 级 数 有 部 些 重 要 性 质 ? 
答 : 绝对 收敛 级 数 具 有 一 些 条 件 收 敏 级 数 所 不 具有 的 性 质 ， 下 面 
我 们 介绍 绝对 收 合 级 数 的 一 个 午 要 性 夺 ， 在 党 习 这 一 性 质 之 
前 ， 首 先 学 习 一 个 重要 定型 ， 


访 二 


人 


定理 1: 如 果 级 数 > ,ro 的 各 项 的 绝对 值 所 组 成 的 级 数 > ,az | 


an 二 1] 1 


收效 ， 则 级 数 > ,zs 必 收 效 ， 旦 称 为 绝对 收 北 级 数 。 
如 二 】 
这 个 定理 使 评 多 任意 项 级 数 收 襄 性 的 判 划 问题 ， 转 化 为 正 项 
级 数 收 伍 的 兰 别 问题 .如 果 出 正 项 级 数 判 册 法 证 央 级 数 3 ja 


为 度 伍 的 ， 则 诛 级 数 必 然 收工 


定理 2， 疹 级 数 > ,#, 为 绝对 有 收 化 二 数 ， 则 级 数 不 因 改 变 项 的 


mn“ 


了 了 


位 于 而 改变 它 的 和 ， 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 绝 对 收 敏 豚 数 具有 可 交换 性 ， 

记 读 注意 的 是 ， 人 条件 收 敦 级 数 不 具备 这 个 性 质 ， 也 就 是 说 ， 
条 件 收 伍 级 数 内 各 项 的 位 站 不 能 尾 意 交换 ， 否 由 影响 该 级 数 的 
收敛 性 ， 

问 : 如 何 羯 别 一 个 级 数 的 绝对 收 敏 性 ? 


答 : 由 于 将 任何 一 个 级 数 >_, ws 的 各 项 取 绝 对 值 后 ， 得 到 的 级 数 


其 一 了 


> 14 都 是 正 项 级 数 ， 所 以 ， 我 们 可 以 用 正 项 级 数 的 各 种 判 
"二 1 


别 法 去 判别 级 数 的 钨 对 收 敏 性 。 
由 om 
应 该 注意 的 是 ， 当 证 明 级 数 > 1 发散 时 ， 原 级 数 > ws 是 


村 二 1] 守 宇 1 


收 敏 还 是 发 散 是 不 能 肯定 的 。 此 时 还 要 应 用 交错 级 数 收 敏 的 判 
别 靶 判别 级 数 玉 是 否 收 敛 ， 


环 二 1 


和 如果 2 Ttn| 发 散 ， 而 之 ,zs 收 化 ， 则 该 级 数 为 条 件 收 敛 ; 如 


区 三 了 二 了 


果 > 1so1 发 散 ， 且 > 4: 亦 发 散 ， 则 该 级 数 发 散 。 
二 1 


nn 三 1 
例如， 判别 级 数 二 一 也 十 全 一 定 … 的 绝对 收敛 性 。 


cc 估 于 1 
-ytl ， 


CD 
7 时 


解 : 2 14s| 一人， 
总 二 1 m1] 


# 三 1] 


2 


又 “一 二 < 对 -7 ， 且 级 数 六 二 为 发 散 的 ， 
A 二 1 


级 数 2 ri 发 散 ， 


四 二 1 
六 十 1 
Hm = tr 1,， 
HA 机 -和 天 


级 数 (一 Di: 人 一】 为 改 散 的 。 


节 三 1 
问 : 如 何 判 别 下 列 级 数 是 否 监 仇 ? 如 果 是 收 合 的 ， 是 绝对 监 合 还 
是 厅 件 收 人 证 ? 
1 De 
‘1) 1 = 十 Fray ; (2) Pp 1) 3 


答 : 我 们 可 依 下 面 两 个 步骤 去 进行 判别 ， 即 
1 。 先 判别 级 数 2 |4a| 的 收 化 性， 漆 收 笋 则 原 级 数 > zi, 绝 


五 二 1] 好 二 

对 收 钱 ， 

2 。 若 2 |wsl 发 散 ， 再 依 交 错 级 数 的 菜 不 尼 兹 判别 法 判别 

二 1 
级 数 2 ,4 的 敛 散 性 ， 
n=1 
解 ， (1 ) yal- (DD yl, 
二 1 m= 1 Vn jl 


又 < 电 级 数 吕 上 为 发 散 的 ， 


轨 三 1 必 二 1 于 二 -1 


2 [wn | 为 发 散 的 ， 
如 二 
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H. Hm — lim 0 。 
下 一 - oh 


:级 数 民 坟 -工人 收 贷 ， 该 级 数 为 条 御 收 丝 圾 数 ， 


nn 二 | 
| 3 
, 加 a nl 时 _ Ei 
(C2)°, 5 ;fn = > (— DD)" ! | 2 Te 
三 1 2 -| 好 二 了 
澡 十 二 
及 lim [2541 | = lim 如 
NH fr rr Ei 
. 3 1 
_ Jjm_*ti 
A ro 
lim 1 ( ) 
a i + 电 
1 
3° 
级 数 六 wo| 收 全 册 级 表 本 (1D ' 绝对 收 伊 . 
中 一 了 下 二 


五 、 才 级 数 
问 : 什么 是 函数 项 级 数 ? 在 学 习 函 数 项 级 数 时 点 注意 什么 问题 ? 
答 ， 谷 ze(Y) 《2 二 1 2) 是 定义 在 区 同 (42 内 的 国 数 ， 则 
- 称 序列 


EL CR), aR) 


为 银 数 序列 。 把 销 数 译 列 的 各 项 相 加 ， 则 有 


[| 
DC) = 二 个 和 ) 十 十 府 计 若 )》 十 rs， 
四 三 I 


我 们 称 这 个 各 项 部 是 羔 曙 * 的 图 烽 的 撕 数 为 定 饼 在 区 0(&4, 8) 
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内 的 函数 项 级 数 。 


] 1 上 yn 1 a 十 wmas 
1 +*% +t 十 洒 务 十 + Fs 
Inxw + 231i ot Sr tt ve INRX Tt 


在 学 习 阔 数 项 级 数 时 应 注意 下 区 三 个 问题 ， 即 
C1》 定义 在 区 间 (a, 6) 内 的 一 个 国 数 顺 级 数 > ,wonk2) ， 


n= 1 
对 于 区 则 (a, 8) 内 的 某 一 个 数值 如， 就 可 以 得 级 数 内 各 个 图 
数 的 值 ， 而 由 这 些 函 数值 就 组 成 了 一 个 常数 项 级 数 
HR) 十 Ha CN) Hn Wo) + es 
对 区 间 (4, 8) 内 的 另 一 个 数值 思 ， 范 数 项 级 数 中 的 各 半数 又 
可 得 到 相应 信 ， 由 这 些 隔 数值 义 组 成 了 荔 一 个 常数 项 级 数 
ION + da) 于 ea 

因此 ， 前 面 学 习 的 常数 项 级 数 的 化 散 性 的 类 别 益 ， 可 以 作为 
研究 贸 数 项 级 数 伍 散 性 的 基础。 

《2) 我 们 已 经 知道 ， 常 数 珊 级 数 费 么 收 全 ,要 么 发 散 , 两 者 
必 居 其 一 ,而 销 数 项 级 数 则 不 然 , 由 于 汞 数 项 级 数 中 的 各 项 均 为 
< 的 国 数 ;记忆 ,同一 个 阔 数 项 级 数 在 不 同 的 点 其 合 散 性 就 可 能 
不 同 ? 闻 一 国 数 项 级 数 有 可 能 在 点 知 处 是 收 艇 的， 而 在 点 x 处 
则 是 发 戎 的 .因此 ,今后 我 们 不 遂 图 数 项 级 数 是 收 北 的 还 是 发 散 
的 ， 而 是 说 读 级 数 当 x 取 鄂 些 数值 时 收敛 , 取 哪 些 数值 时 发 散 ， 

《3 ) 和 由 于 国 数 项 级 数 中 的 各 项 都 是 # 的 国 数 ， 所 以 ， 如 果 
晨 数 项 级 数 在 某 个 范围 内 收 敏 的 话 ， 则 它 的 和 也 必然 是 一 个 函 
数 ， 一 般 记 为 s(x) 。 

问 ， 什 么 是 函数 项 级 数 的 收效 域 与 发 散 城 ? 
答 : 定义 在 区 间 (a, 5) 内 的 图 数 项 级 数 


| 


>, lat = HN TTY Tt a XY +t, 


x=1 


对 于 xn (ea 56)，nf 得 一 常数 项 级 数 
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1 
Yn Ko) = (Ke) t ta CK) + oo on (No) 二 0, 
#4* 二 1] 


此 时 级 数 可 能 收敛 ， 也 可 能 发 散 。 如 果 收 敛 ， 则 点 和 为 称 为 原 消 
数 项 级 数 的 收 雍 点 ， 如 果 发 散 ， 则 点 zw 称 为 原 函数 项 级 数 的 
发 区 点 。 并 称 区 间 《a, 怒 内 的 收 襄 点 的 全 体 为 沙 数 项 级 数 的 收 
化 域 ; 称 《a, 58) 内 发 项 成 的 全 体 为 荡 数 天 级 数 的 发 肯 战 ， 
研究 国 数 项 级 数 的 一 个 重要 和 内容 ， 就 是 确定 给 定 的 函数 项 级 
数 的 收 化 域 与 故 散 域 

问 ， 如 和 何 理解 函数 项 级 数 的 和 ? 

和 葵 : 我 们 已 经 知道 ， 对 应 于 销 数 项 级 数 收 合 域 中 的 任意 一 点 %， 
少数 项 级 数 成 为 一 个 收 但 的 常数 贡 级 数 ， 因 而 有 确定 的 和 。 对 
于 收 敏 域 上 的 不 同 点 ， 间 一 个 函数 项 级 数 就 存在 有 不 同 的 和 ， 
这 样 ， 在 收 襄 域 上 ， 函 数 项 级 数 的 和 就 是 的 函数 ， 我 们 称 为 
少数 项 级 数 和 的 和 函数 ， 记 为 s(x)， 即 

SX) = 08 KIT aN) a CK + ee, 
明 灵 可 以 看 出 ， 和 函数 s(%) 的 定 闵 域 就 是 国 数 项 级 数 的 收敛 
域 。 


如 果 把 函数 项 级 数 2_ wet%) 的 前 和 项 和 记 为 sz， 则 在 收 


闻 王 


级 成 上 有 


lim se (XY) = 8X), 


我 们 可 以 应 用 这 个 方法 求 出 一 些 函数 项 级 数 的 和 卫 数 。 
例如 ， 求 晤 数 项 级 数 


了 下 帮 十 证 十 ss 十 区 3 十 中 时 
的 和 逆 数 . 


lim | 1 %z ), 


区 no Sn py eo 


显然 ， 当 |% | 之 1 时 ， 原 函数 项 级 数 收 僵 ， 和 溺 数 为 


lim ] 
nme Sn 
1 -一 六 


当 | | 之 1 时， 函数 现 红 数 发 夏 ， 


在 收 化 域 (一 1 ，1 ) 内 ， 疗 数 项 级 数 ,x" 收效 于 和 函数 
二 1 
1 


3(X) = 


外 妈 在 《一 ，195 内 ， 


本 一 1 十 4 十 条 十 生计 知 十 oo 
一 般 地 ， 我 们 把 s(x) 一 ss(x) 称 为 沙 数 项 级 数 的 余 项 ， 记 为 
rat%), BE 
多 mc 和 一 人 一 So) 
显然 ， 函 数 项 级 数 的 余 项 7,(x) 只 有 在 收 化 域 上 涛 有意 交 ， 
且 有 
lim _ Him 


naar n(X) = LS) Bn Cw} 


1. 
一 S(%) 一 Ho (x) 
一 肌 。 
问 ; 什么 是 亚 级 数 ? 
答 : 我 们 把 形 如 


[| 


Ydax"—Ao tas! + Rx? er + RoX” + ee 中 


并 二 0 
全 


或 Cs(Y 一 oz 一 如 十 Ga (YY 一 加) 二 = 十 a (YO 一 0) 十 人 


站 二 全 
的 函数 项 级 数 称 为 党 级 数 。 其 中 tm， 41， Ca， do 是 常数 ， 
称 为 窒 级 数 的 系数 ， 
例如 ， 下 面 的 函数 项 级 数 部 是 窜 级 数 ， 
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0 
>, (lyr 


下 二 洋 


二 加 Er 2 _ ] 
人 【一 1)971 (x 1) Sx) 1) 
A Rn 2 3 


— — 和 十 | _ n 
XD) DD (x 1) 
4 i 


二 昌 咯 中 


在 入 级 数 人 由 ， 苦 信守 一 % 一 为 ， 就 吕 将 其 转化 为 莉 级 数 中 
的 形式 。 因 此 ， 今 后 我 们 将 重点 讨论 形式 中 的 最 级 数 ， 
由 于 项 级 数 中 的 每 一 项 者 是 守 的 正 整 数 次 蜡 的 但 图 数 ,所 坟 ， 
项 级 数 可 以 很 方便 地 进行 一 些微 分 、 积 分 等 运算 。 侧 朋 下 面 将 
会 看 到 虞 级 数 的 收敛 域 具有 很 明显 的 特点 ， 这 使 我 们 有 可 能 和 银 
方 价 地 确定 出 管 级 数 的 收 合 域 ， 间 时 ， 党 级 数 的 应 用 也 非常 广 
泾 ， 所 以 ， 我 们 将 重 后 研究 这 种 简单 且 常 用 的 荡 数 项 级 数 一 一 
响 级 数 ， 
问 ， 关 级 数 的 收效 域 有 什么 特点 ? 
答 : 对 任何 一 个 之 级 数 


be 
> danx" =A 十 aN AN + A 站 


亚 二 省 
共 收 伍 域 部 具有 下 面 丙 个 特点 : 
《1) 收 伍 域 非 空 ， 也 就 是 说 ， 任 何 一 个 震级 数 至 少 都 在 
* 二 0 点 收 煞 ,县 收 襄 于 ao， 
《2 ) 咯 级 数 的 收敛 域 总 是 以 原点 为 中 心 的 对 称 区 间 (我 们 
将 收敛 域 仅 为 上 二 0 点 或 收 人 证 域 为 整个 数 轴 也 视 为 以 原点 为 中 
心 的 对 称 区 和 启 )， 一 般 地 ， 有 下 面 的 定理 : 


如 果 寡 级 数 > 4x7 当 革 一 3 入 【XpsE0) 时 收 襄 ， 风 庆 合 不 等 


三峰 
式 |*! 之 | 的 一 切 %* 都 使 该 级 数 绝对 收 伍 ;如果 当 % 一 知 4xzo 和 到 
中 有 时 发 散 。， 则 适合 不 等 式 1%1 六 |%%! 的 一 切 x* 都 酚 读 级 数 发 散 ， 
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也 就 是 说 ， 如 果 宕 级 数 > ,wsx" 不 是 仅 在 xz 一 0 点 收效 ， 也 不 


入 二 由 
是 全 在 数 轴 上 收敛 ， 则 必然 存在 一 个 完全 柄 定 的 点 如 一 及 ,使 得 
妾 i,%| 过 民 村 ， 才 级 数 绝 对 收 敏 ， 
当 | 好 之 如 了 时， 入 级 数 发 散 
当 |1%i 二 民 时 ， 才 级 数 可 能 收 化 也 可 能 发 散 ， 
这 同样 是 说 ， 第 级 数 的 收 化 域 必 然 是 以 原点 为 中 心 的 对 称 多 
间 《如 图 5 一 1) 。 


一 般 地 ， 称 常数 屎 为 震级 数 > unxr 的 收 仇 半径 。 


革 三 让 
例如 ， 略 袋 数 ] 十 革 十 这 十 十 第 十 -的 收 癌 半径 为 尼 二 1， 
问 ， 如 何 求 区 级 数 的 收 伍 半 径 和 收敛 域 ? 在 计算 时 应 注 写 什么 
问题 ? 


答 ， 我 们 可 以 依照 定 埋 ， 按 下 面 四 个 步 晤 去 求知 级 数 > ，aogo 的 
好 三 省 
收 敏 半径 。 


(1 ) 求 极限 ，Tnt gasi， 其 中 心 , 与 心 为 震级 数 的 第 项 


与 第 x 十 1 项 的 系数 


E+! 
j 


(2 ) 车 极限 了 ma 


=P?， 忆 P 夺 0， 则 短 级 数 收 全 半径 


1 
下 一 万; 


(3 ) 着 za| 各 ==0, 则 备 级 数 的 驳 伍 半径 为 R= 十 co， 叱 


25 


有 时， 澡 级 数 在 整个 数 胃 上 绝对 收 人 证 ， 


(C4) 车 J 


dn 
本 


医 级 数 仅 在 4 三 0 点 收 合 ， 在 其 余 点 均 发 散 ， 


-= +eo， 则 过 级 数 的 收 全 半径 尺 = 0, 此 时 ， 


应 注意 的 是 ， 响 级 数 的 收 人 后 域 与 收 合 半 径 意 义 不 同 ， 求 出 一 
个 项 级 数 的 收 化 半径 尺 后 ， 不 能 立刻 就 断定 该 级 数 的 收敛 域 为 


(—R, R) (R=T, oF0). 


应 特别 注意 判 定 *= 一斑 和 * 二 及 两 点 瞻 级 数 的 收 雍 性 ， 以 最 


[一 总 ， RJ, 
人 例如， 求知 级 数 


和 2 TE” 
A 十 
本 3 {—1]} 7 


Hn +1 


解 ; “ = lim 
TO 证， 


智 级 数 的 收 伍 半径 为 ， 玉 = 二 一 1， 
又 当 x= 1 时， 原 级 数 变 为 常数 项 级 数 


1 ,1 ol 
1 一 + 
级 数 收 敦 ， 
又 当 #= 一 1 时 ， 原 级 数 变 为 常数 项 级 数 
ll 
2 3 Ei " 
级 数 发 散 ， 


原 寺 级 数 的 收 素 域 为 (一 1，1]。 
问 : 如 何 确 定 下 列 和 名 顶级 数 的 收敛 域 ? 
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四 如 
CI 过 二 十- 芝 二 oesi 


1.3 2.3 ne 
(x— 3)? (x— 3)” 
+ + 
(2) 1 3+ 2 站 一 3 


(3)]gxt+ (gx) :+ + (gx) "+ es 


CP 过 区 


li+x 
兽 ， 为 了 确定 项 级 数 的 收 化 域 ， 可 以 先 求 册 曲 级 数 的 收效 半径 
玉 ， 然 后 下 分别 研究 % = 二 一 尺 和 * 二 中 两 点 党 级 数 的 敛 散 性 ， 
最 后 确定 震级 数 的 收 误 戚 。 
应 该 注意 的 是 ， 攻 级 数 的 收 伍 域 是 使 基线 数 收 化 的 自 变 基 
的 变化 范围 ,所 以 ,在 过 到 比较 复杂 的 第 久 种 形式 的 舌 ;级 孝 时 ， 
应 通过 解 关 于 的 不 等 式 才 能 最 后 求 出 千 级 数 的 收 合成 ， 


se 了 1 
解 : (127% fnt+! 一 (nt 1 3 i A 


又 lima,s+ 1 __ lim H+? 
mre gg, moe (Cn 1) 32 


_ vim 入 
a (p+ 1)3 
1 
3" 


中 二 3， 有 即 原 级 数 在 《一 3 ，3) 内 疏 伍 ， 
909 议 二 一 3 时 ， 原 级 数 为 ; 


[he 
3 1 
1.3 2.3 1 3.93 1 ne -2 

级 数 收 促 。 
当 革 一 3 时 ， 原 级 数 为 : 


3 3- 3- 二 生生 于 一 yl 
1.3 2.3: 3.33 F437 如 “ 
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级 数 发 履 。 
原 级 数 的 收效 域 为 : [一 3，3). 
(2) 全 原 级 数 为 一 3 的 证 级 数 ， 


1 1 
Nit， 
TD 一 3" 
lim a _ lim 2 3 
HT 


dy 


区 
_ lim 3 
Hm 十 
-一 3 
3 
一 工 
3 和 


"。 及 二 3 ， 即 原 级 数 在 
一 各 < 一 名 :之 30， 
0% 
的 范 亲 内 收 语 ， 
当 % 二 0 和 肝 ， 原 级 数 为 : 


Cm 
_a i 4 , 7 
3 | 3) 十 na 一 1 
一 号 9 — 2 >, 入 一 3” 


级 数 发 帮 。 
'"” 当 * 一 6 时， 原 级 数 为 ; 
3 3 


"。 级 数 发 散 . 
愿 级 数 的 收 敏 城 为 (0，6) 。 
(3) ““ 原 级 数 为 lgx 的 居 级 烽 ， 


lim1 tn 41 
处 ac 一] 


fn 


928 


下 二 ] ， 即 原 级 数 作 
—1< lyr 


i 
-> 
190 ~ ~10 


的 范围 内 收 化 。 
当 半 一 亲 时 ， 原 级 数 为 ; 
1 1 1 ee. 2 
gt + (le) + = (1, 
级 数 发 散 、 
妆 # 10 时 ， 原 级 数 为 ， 


nu—1 


lg10+ (gl10) :+ = 》 17， 
只 三 
级 数 发 散 。 
-，。 原 级 数 的 收 线 域 为 {二 ，10】， 


04) 原 级 数 为 7 的 震级 数 ， 


1 


又 lim ie in 2(#+t+1)+] 
" Tr 于 > 
an 二 1 
lim 2%+1 
2 十 3 
一 工 ， 
如一 1， 即 原 级 数 在 
一 营 
_ | 一” 
ri! 


. 2 
J 了 一 -= ” ”一 
< 1 一 1 


2 
= 从 二 下 
2 


1 
一 > -一 
0 < 了 十 
— wD0 
的 范围 内 收 红 。 

站 名 = 天 0 上 时， 原 级 数 为 : 

1 1 1 1 
一 一 一 十 一 一 一 十 一 一 一 一 一 - 
2+1 2.2+1 2.3+1 err 


原 级 数 的 收 和 化 域 为 《0，+eey 。 
问 ， 村 级 数 的 和 施 数 有 什么 性 质 ? 
答 ， 一 般 来 说 ， 帮 级 数 
tn 十 三 作 十 Na 十 于 十 2 训 十 we 
的 和 痒 数 s(*) 具 有 下 面 三 个 重要 性 质 ， 
性 质 1， 千 级 数 的 和 国 数 stx) 在 收敛 区 间 内 是 个 连续 同 
数 。 
性 岳 2， 才 级 数 的 和 国 数 s(x) 在 收 笋 区间 肉 基 个 可 导 细 数 ， 
且 可 对 逢 级 数 迁 项 求 导 ， 
即 


oo f on 7 co 
s(x) =( Bax ) 一 >， (er 一 > Harr", 
n=0 =0 #1 


逐 项 求 导 后 所 得 的 徊 级 数 与 原 笑 级 数 具有 相同 的 收 钙 半径 ， 
性 质 3:， 震级 数 的 和 函数 ?5(2) 在 收 伍 区间 内 是 个 可 积 困 数 ， 

且 可 对 适 级 数 逐 项 积分 ， 

即 


于 


六 
| s(x)dx=| DY anx"d% 


0 Da 二 = 人 0 
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tn ti1 
XY , 


提 十 
各 原 早 级 数 有 可 同 的 收敛 半径 。 


| 
:Ms 


逐 项 积分 后 所 得 的 


例如 ， 震 级 数 
1 十 人 % 十 人 十 st 十 6 十 


在 区 和 间 《一 J，1》 内 收 北 于 和 国 数 s(x) 一 一 一 


对 原 级 数 乏 项 求 导 后 得 到 的 天 级 数 : 
1 十 2% 十 十 HN 了 二 


在 区 间 《 一 1，1) 内 疏 剑 于 和 孙 数 : 


s(x) = (二 = 


若 对 原 级 数 逐 项 积分 后 得 到 的 需 级 数 ， 


全 十 w+ mer 于- 1 Et wu 
2 十 1 


在 《一 1， 1 内 收 敦 壮 和 消 数 ， 


| s(x)dx=| 1 dx ln x). 
0 ol—%* 


入 、 销 数 展 成 虎 级 数 


问 ， 什么 是 台 劳 级 数 ? 台 劳 级 数 与 台 劳 公式 有 什么 联系 ? 
答 : 如 果 国 数 广 轧 在 点 知 处 许 近 具有 各 阶 导数 ， 别 称 级 数 


子 (50 十 产 (3 加) (x— Xo) 二 (一 
4 fn (xo) ri 
7! 


为 图 数 1(%) 在 点 处 的 台 劳 级 数 ， 
例如 ， 靖 数 大 三振 在 点 姑 二 0 处 的 台 劳 级 数 为 
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PO ED 0 + Ye 0)* 十 


[| 
t-te 
各 和 
一 的 十 2 十 所 2 十 十 一 X2 十 oa 
21 5 


2 可 
二 1 十 十 守土 | * 十 eh 
21 型 


台 劳 级 数 与 一 元 微 积分 中 学 过 的 台 劳 公式 用 密切 的 联系 ， 
我 们 知道 ， 如 果 国 数 六 2 在 点 和 处 附近 县 有 和 天 阶 守 数 ， 则 可 
以 用 一 个 如 次 多 项 式 


(Xo) + 产 (%o) 《和 一 区) + {一 十 而 而 
tm) oD 
+ 
去 开 似 类 示 函 数 (x)， 即 


OP +t) + 


性 
+ (X— Xo)" 


2 
且 世 次 多 项 式 人 出 与 国 数 尖 2 相差 一 个 余 项 
RR, (40) = Xo)j ?tl (EE 汶 光 与 各 
之 间 的 某 个 值 ) 
因此 ， 国 数 .六 %) 可 表示 为 
NT 一 了 (07 十 产 (Co CX— No) + (xy 一 和 十 
+ eo) 站 (%— Xo)" + R(X) 令 


入 们 称 式 为 数 /( 友 在 虑 ws 处 的 各 劳 公民 
明显 宫 以 看 出 ， 若 台 劳 公式 中 的 余 项 RR,(X%) 一 0(w 王 50)， 则 
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Eh 
FR N+ fAXo CX— Ko) + A No) 十 a 
Fo No) wt 
1 


用 陛 可 以 得 到 ， 若 阔 数 上 产妇 在 点 后 处 附近 有 各 阶 导 数 ， 卫 剑 
项 展 太一 0(08 一 cc)， 风 可 以 将 国 数 关上 唯一 网 表示 成 台 劳 级 
数 ， 或 唯一 地 用 台 劳 级 数 表示 国 数 .六 3) 。 

例如 ， 睦 数 72 二 e* 在 点 ;二 0 处 附近 有 各 阶 导 数 ， 且 


YE e+1 
0 {nt 1)! 人 


此 
三 一 -一 一 一 一 六 ”一 一 0 
《如 十 171 0 


在 点 各 二 0 处 ，/(%) 一 姑 可 用 台 劳 级 数 表 示 为 
党 如 
更 1 


ltt 
且 这 种 表示 形式 是 唯一 的 . 
问 ， 什 么 是 马克 劳 林 缴 数 ? 它 与 台 劳 级 数 有 什么 关系 ? 
答 : 如 果 国 数 六 幻 在 点 如 一 0 处 附近 让 各 阶 导 数 ， 则 称 级 数 


时 


FO + fC0) (x—0) + ED (x—0):+ ,, 


+ oD. (0)r+ 
| 


= 0+ FCO}% + tt A en 二 


为 函数 x) 的 马克 劳 林 级 数 ， 
若 当 #% 一 co 时 ， 吾 (2 一 0， 则 图 数 产 2 可 用 马克 劳 林 级 数 表 
矿区) 一 04 Ot Ls tt 十 


了 3 


很 明显 ， 马克 蔓 林 级 数 是 台 劳 级 数 当 入 二 由 时 的 一 个 特 例 ， 
全 如， 函数 了 (%*) 一 er 在 点 如 一 0 处 前 台 劳 级 数 


部 
2 一 1 二 4 二 -2 二 二 


就 是 2) 三 姑 的 马 现 拖 林 级 数 。 
负 于 将 隧 数 (在 点 和 一 0 处 展开 为 马克 劳 林 级 数 是 非常 方 
恒 的 ， 所 以 ， 今 后 一 般 都 重点 研究 马克 劳 宁 级 数 ， 

各 :如 何 将 一 个 衣 数 展开 成 x 的 禾 级 数 〈 马 克 劳 林 级 数 》 ? 

管 ， 由 于 多 项 式 汞 数 是 函数 中 最 简单 、 最 易于 研究 和 的， 所以， 为 
了 研究 某 些 婧 数 的 性 质 ， 常 将 这 些 范 数 展开 上 成 * 的 上 各 级 数 ， 而 
是 这 些 困 数 的 蜂 级 数 展 开 式 有 车 广 泛 的 应 用 ， 

将 函数 六 xx) 展 开 为 马克 劳 林 级 数 〈 即 和 的 寡 级 数 )， 一 般 分 
为 “直接 展开 法 ”与 "间接 展开 法 ”, 我 们 首先 学 习 “ 直 接 展 开 法 ”， 
序 谓 "直接 展开 法"， 就 是 按照 下 列 步 最 将 函数 /(%) 展开 成 
Y 的 各 级 数 : 
1 。 求 出 站 (0) 的 各 阶 导 数 六 (XW) 
如 果 在 点 # 二 0 处 基 阶 导数 不 存在 ， 训 停止 计算 ， 
了 
樟 如 ， 在 点 * = 二 0 处， 函数 f(x) 二 x ”的 三 阶 导 数 不 存 在 ， 
则 它 太 不 能 展开 成 * 的 家 级 数 ， 
2 。 求 出 负数 A(x) 及 其 各 阶 导 数 在 点 * 一 0 处 的 值 : 
F009, FCO FOON, oo, fCON, se, 
3 。 写 别 帘 级 数 
(0) 十 fet i 十 we 十 wt oo 


并 求 出 该 级 数 的 收 伍 半径 尽 ， 
4 。 证 明 在 收 化 区 间 《一 下 R) 内 ， 余 吴 


_ frnce) hl a 

R,{xX) = x”+! {是 在 0 与 之 间 的 某 慎 〉， 

当即 一 ce 村 起子 人 二， 苛 民 0 一 0 (4 一 50)， 则 冰 数 f(x) 的 zx 
334 


让 守 
f (7%) = OPEA Ee 0 0 


例如 ， 将 三 sx = 二 sinx 展 开 成 * 的 带 级 数 ， 
解 : f(x) = sinx, 


f(x) = Cos% =sin( x + 二 )， 
六 条 区 一 一 SinY 一 Stn 【 光 十 开 ) =sin( x+2" 守 )， 


ff "(XY = — Cost= sin( 和 十 3 二)， 


F(x) = sin( x 二 站- 工 )， 


本 六 07 一 0， f(D) =1, fr(0)=0, 0)=—1, 
fID=0, GO 一 1， AVMD=0, /VM=— 


0) 二 sinx 在 点 %* 二 0 处 % 的 曙 级 数 为 
此 3 Er 车 1 

% 一 -二 十 -一 一 二 TI 一 一 十 
31 bt 7! 人 1 《 28 一 71 


显而易见 ， 上 述 级 数 的 收敛 半径 尺 = + oo。 


《 妈 十 lx 


sin | 二 十 2 


*" | RX) ] 一 


} tl 


在 (一 OO， 二 00) 内 ，f/(X) = 二 sinx 的 马克 劳 林 级 数 为 


» | 党 
号 1 位 区 一 录 一 


El 
-一 十 sas 十 —1 全 一 1 .十 让 
31 5 7 ) 2793 一 131 


问 ， 如何 求 函数 f(x) = 人 1+x) 盖 关于 x 的 午 级 数 展 开 式 〈m 为 实 


中 


数 ) ? 

答 : 我 们 可 以 正和 表 搂 展开 潜 * 求 (x) 的 马克 劳 林 级 数 ， 
FW) = 1+%)", 
FD =m(l+ i , 
fx = 1 (+ "7, 
J) = m1 2 (十 的 
fH = m1) In 2 m+ 1 (+ Xm ", 

取 Ff(0)=]1,， AA) = +}, fi(0) =n (m1), 

FO) =m (ni 1) (2), 


FHAO=m m1 m2 1)， 


国电 曲 


2 f= (1+* 在 点 二 0 外 % 的 昨 级 数 为 
Mm 一 1) va 十 Hi HO 1) (48 — 2) 


并 十 me 
21 31 


本 十 #7 区 十 


#1) p+ 1) 
加 


十 XA 十 


mm 1) mH 一 人 十 1) (二 一 下 ] 

tar lm (wp 1)1 

qs | ol mm Dm tl ] 
#1 


iim 
Fr 


.该 级 数 的 收效 半径 六 =1， 
在 【一 1， 1 内， 诊 


六 (一 一 >0 (p>00), 
在 (一 1，1)》 内 ，/(%) 二 (1+ "的 马克 劳 条 级 数 为 
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i -一 十 ) 


1 上 光一 1 十 137 党 十 一 人 


一 一 二 一 “ 工 
FA 1) 4 724 1 
el 


问 : 什么 是 人 幕 级 数 的 “间接 展开 法 ”? 

答 ， 前 面 我 们 用 “直接 展开 法 ? 求 国 数 .六 的 马克 劳 林 级 数 ， 需 要 
求 出 销 数 各 阶 导 数值 、 级 数 的 收敛 区 间 ， 县 在 收 襄 区 问 内 研究 
余 项 Rs,(%*) 是否 趋 于 零 。 这 种 方法 的 计算 修 大 ， 复 杂 , 容 易 出 错 
误 ， 硬 且 一 般 来 说 研究 x 一 2 有 时 余 项 民 o02) 的 极限 是 否 为 震 也 是 
一 件 非常 困难 的 事情 。 所 以 ， 一 般 求 哨 数 的 马克 示 林 级 数 不 用 
这 种 方 沪 ， 亲 是 利用 一 些 已 知 的 国 数 展开 式 ， 通 过 代 换 、 吕 则 
运算 、 逐 项 求 导 、 逐 项 积分 等 方法 ， 阿 接地 求 出 国 数 的 撒 级 数 
展开 式 。 这 样 做 示 仅 计算 简单 ， 而 下 根据 国 数 展开 成 需 级 邦 的 
唯一 性 ,避免 研究 余 项 .下 面 通过 例题 说 明 这 种 "间接 展开 法 ”， 

例如 ， 求 于 数 六 2 一 cosx 的 % 的 寡 级 数 ， 


。 。 x bad 
解 ， sinx=% 一 一 十 一 一 一 +"* 
31 3! 


此 tn 一 1 上 
(2%— 1)1! 

(一 人 之 区 人 十 0) ， 
将 上 式 逐 项 求 导 ， 有 : 
(sin%) -1 和 i + (Dc 


+ (一 Do 


和 和! i 
cos% 二 1 一- 竺 十 -人 "= 二 人 一 1)” + 
21 41 ) C271 


又 如 , 将 (2 二 一 -一 -展开 成 * 的 军 级 数 ， 


于 


解 ， 二 oo 二 和 二 < {一 1] 1)， 
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特 一 x*: 代 人 有 :; 
1 , 。 ，、 
Tn lt 二 ses 


D1 
]t% 


问 ; 如 和 何 求 下 列 音 区 数 的 x 的 得 级 数 ? 
CLFfix) 一 SPC 上 gx (2)F(x) 二 lnx 在 x 二 1 处 ; 


(BF Cx) = (CAF (x) 一 sinzxs 


(SF x) =sin(T+x ); (CEFR = 1 +x n+ 2). 
管 ， 我 们 用 “间接 展开 法 ” 求 上 述 和 首尔 数 的 * 的 害 级 数 展开 式 。 


.. _F 1 
解 : (1)*arc tgx | Ti 


又 
.， 利用 和 玫 级 数 逐 项 积分 的 性 让 ， 有 : 


1 
aArc tx 一 IT Oa% 


3 


一 【1 一 和 十 %1 一 条 十 we we YT 


0 
EE TT 二 
=| ax 一 | xdx 十 | 8 C3) 
0 0 0 0 
P| 和 和 量 虽 pm 于 和 - 喇 面 听 
{C27 FE) = 二 jn 中 十 必 在 二 外 的 帘 级 数 民 开 式 为 ; 
一 及 和 本 本 一 全 X%" ET 
lIn(1 +%) =% 1) nr 


(—1<x<l1)，, 
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仿 y 二 1 十 %*， 基 [二 9 一 1， 民 入 上 式 有 
DD yD 


TI 和 一 《一 1 一 一 一 一 一 一 - 
ny= (YC—1) 3 3 了 
a CV 电 阳 只 
十 十 《一 1 ) Ti 十 
一 1 即 一 i 之 4 一 1 之 1， 
02 
取 % 为 惠 变 时， 则 有 
{Xo— 1)? 《党 一 173 
lnx= (x%— 1 》 一 十 一 "> 
卫 和 一 【 » 5 3 
【光一 1841 
十 _ [a 十 wan 
(~—D) 中 十 1 
(0x2), 
《3 = 7 3 [LT7 而 J 
_ _ CO) ， 攻 一 区) 本 《一 Xi ， 
d= 二] 二 (XxX)+ 2 十 相 十 os 十 而 + 
人 
二 1 一 x+ 人、 和 二 一 1 
2 T 十 《一 了 
YY 人 1 2 di 
中 一 一 | 2 区 十 十 一 二 
2 >( 31 51 ) 
如 了 Er w+1 
C—O 一 LET 
31 51 (C28+ 1)1 Tw, 
a + 1—cos2x I 1 
dy sin 
C4) 7 5 2 COS2%, 
。。 (COX)? CoxY CDN)" 
站 CDS2 区 二 1 — 十 mi -一 了 四 审 重 
区 21 i tl rt 
»  ， 1 1 {DY? (ox)! 
时 昌 NY 二 一 一 一 一 一 
机 2 [1 a1 a 


(CNY 2 
十 于 二 四 音 
(2 ] 


339 


et . Dl 2 
一 和 一 一 -一 -一 wwe 十 一] ntl _ -”- . 本 时 生 
了 4 (一 24)1 
£5) sin( T+ % = sin”™ cosx+ cos 工 sinx 
和 引 4 
2 。 
一 (CDOS 十 SIDXY)。， 
项 "Sin% 二 光一 区 十 2 十 os 
” 本 3! 51 7! ， 
2 + 区 
[由 王 1 — 和 和 一 一 * 十 se, 
21 4! 61 
a 2 4 站 
二 2 2 41 61 


NX 7 区 
+ (#2 + 一 +) 
31 51 7! } 


= 2 (1+*— 2% 一 区- 二 区 二 和 区 
2 21 31 4! 51 


3 入 3 ) 
-一 一 - 十 se . 
61 7! 


{6 YY CT AIntt+)=ln(l+ rw} + wln(tl + *), 


| 


又” nt1+ 为 = 开 ( 一 0 和 [一 1,1， 
型 二 小 


| 


G+ 轨 n+ 从 一 科 ( 一 1 芝 + 5 (一 Do: 人 


并 震 个 弄 三 由 名 


问 : 如 和 何 应 用 可 级 数 求 下 列 剖 数 的 近似 值 ? 
(C1 ainI0’: (C2) es 


(3)v ee 4) 1.015 《和 精确 到 0.001). 


答 ，， 才 级 数 在 近 亿 计算 中 有 车 广 泛 的 应 有 用， 下面 应 用 和 医 级 数 计算 
上 述 各 数 的 近似 值 ， 
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了 区 
oo 0 = 
解 ， (1) 180 1 


3t 6 71 

Sn a0) .171533 

(N17 7 3533 
31 


.73 


,17 0617, 
x x 
» wy Er 一 十 站 于 -一 一 十 -一 -十 we 
(2) “21 31 
a 念 工 一 1 让 有 


E21 十 1 十 I 十 ! 


十 
21 31 {1! 
2 二 上 .3 二 ,18667 二 0.04167 
71, 


十 -十 一 一 
3221 2 31 2+» 1| 

=] 十 DD.8 二 9,125 二 00.02083 0.0026 
=1.629683, 


15 


1015 一 3 
‘4d) 1.015 1 + To 


人 
1000 21*1000 31 “1J00 
Dr 


tt (一 1)"+t 
4! 
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(D+ 
LOU0 


1 1 2.5 1 二 
200 C200})* 3 200) 


十 Ct 2 sen 
2 


IR | < T ) 


nt 100 
今 4 一 1 ， 有 
-9 
i 0.25 x 10 >0.5 X10 
则 计算 可 达 精 确 府 
外 
1 
。 2 1 十 一 一 一 
v1.015 1 00， 
—] .0000+.0050 
=1.0050 


七 、 富 里 袁 级 数 


问 ， 什么 是 局 期 蜀 数 ? 局 期 函数 有 什么 性 质 ? 

答 : 在 日 常生 活 和 工作 中 ， 我 们 经 帝 遇 到 一 些 周而复始 、 循 环 往 
复 的 运动 ， 这 些 运 动 虽然 形式 不 同 ， 但 都 有 一 信 共 同 的 特点 ， 
就 是 在 一 段 时 间 之 后 重复 出 现 前 面 的 运动 状态 ， 而 且 随 着 时 间 
的 延长 ， 这 种 运动 状态 总 是 依 一 定 的 规律 重复 出 现 ， 

例如 ， 时 钟 钟 所 的 运动 、 话 塞 的 往返 运动 ， 交 流 电 ,无线电 
波 的 传播 ，……。 

我 们 称 这 种 运动 为 周期 运动 ， 周 期 函数 则 是 反 喘 周期 运动 的 
隧 数 ， 

对 于 国 数 六 2， xt( 一 0 ， 二 co)， 营 存在 正 数 卫 ， 使 得 
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二 一方 (1 
立 ， 则 称 疯 数 x》 是 以 不 为 周期 的 周期 汉 数 ， 基 中 六 称 为 
函数 2#) 的 周期 ， 
例如， x) =Sinx, /X=cosx, f(x)=sintott $6) 


都 是 周期 函数 ， 它 们 的 周期 为 了 一 2= 和 了 = 一 工 . 


周期 隐 数 其 有 有 下面 的 一 些 性 质 : 

1 。 周 期 为 工 的 隧 数 的 种 、 差 、 积 、 商 仍 为 民有 同一 周期 的 
周期 计数 ， 

2 。 如 杂 了 为 随 数 .关切 的 周 捧 , 则 2 37 ,了 也 都 是 六 ) 
的 局 期 ， 

3 。 如 果 了 为 国 数 产 扫 的 周期 , 则 一 了 一 2 了 7 一 923 也 部 
是 六 xz 的 周期 ， 

4 。 周 期 函数 J (x) 的 积分 如 果 存 在 ， 则 周期 函数 的 定 积分 
只 要 积分 区 间 的 长 许 丛 好 是 一 个 周期 卫 ， 则 至 论 积分 区 阿 世 
伯 丸 ， 积 分 的 值 总 是 相等 和 的， 即 


工 -于 a+T b+T 
| fxr)adx =) rf (Xd = 0004 一 fx dx. 
9 -也 1 ; 


问 ， 什么 是 富里 衰 级 数 ? 研究 富里 衰 级 数 的 意义 是 什么 ? 
管 : 形 如 


on 


他 十 > CA COSHT + 下 Si 天 区) 


x=1 
的 级 数 称 为 三 角 级 数 ， 其 中 4A、ar、DwC4 二 1,2*…) 都 是 篆 数 。 
一 个 周期 前 数 jx)， 如果 能 展开 成 三 角 级 数 ， 则 这 个 级 数 
就 称 为 函数 人 %}) 的 富里 记 级 数 ， 简 称 富 开 纹 数 。 其 中 a 、&,、 
2 一 1,2,…) 称 为 函数 六 2 的 则 成 级 数 系数 。 
例如 ， 周 期 为 2* 的 淆 数 


—1]， 一 直人 玉 光 < 之 0， 
f(tX) 一 
1， 0 和 TT 
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的 富 氏 级 数 为 : 


Fx) = 4 sinz+ 于 sinax 十 "= 十 2h 一 1)% 二 | 


[| 
-和 > l Sint28— 1)%, (— ox%L+ 00 ED0, 
T1121 


士 区 士 2 m+), 


研究 富 氏 级 数 及 如 何 将 一 个 周期 车 数 f(x) 展开 为 宫 氏 级 数 
是 非常 重要 的 ,我们 知道 ,在 周期 运动 中 简 谐 振动 是 比较 简单 ， 
易于 研究 的 ， 它 直接 反应 为 正 区 型 周期 畏 莪 ， 但 在 实际 辐 题 
中 ， 除 了 正 芝 型 局 期 靖 数 以 外 ， 还 会 遇 到 非 正 弦 型 岂 期 图 将 

例如 ， 电 子 坡 术 中 常见 的 插 形 波 、 壳 齿 形 旅人 较 5 一 2)，…， 


| 


图 5 一 ? 

类 似 于 前 面 学 习 的 用 国 数 的 千 级 数 展 开 式 表示 与 讨论 国 数 ， 
我 们 也 想 将 一 般 的 周期 函数 展开 成 由 简单 的 正弦 型 周期 陋 数 组 
成 的 富 氏 级 数 。 也 就 是 说 ， 将 一 个 比较 复杂 有 的 非 正 弦 型 的 周期 
运动 视 为 许多 不 同 频 率 的 简 谐 运动 的 全 加 ， 这 对 于 研究 一 般 的 
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上 周期 国 数 具有 极其 重要 的 意义 。 
我 们 研究 的 重点 在 于 : 如 僻 将 一 个 周期 消 数 展开 成 富 氏 级 
数 ， 在 什么 条 件 展 开 成 的 党 氏 级 数 收 痪 于 该 周期 国 数 ， 
癌 : 什么 是 三 角子 数 系 的 正 交 性 ? 
管 ， 我 们 将 卫 数 系 
1,CoS%, SinX, COSO%X, SIN2DXy ey COSHY, SIDHX, ee 
称 为 三 角 函 数 系 。 
所 谓 正 人 交 ， 是 指定 义 在 Ca, 的 上 的 两 个 函数 P(x) 与 5 (x)， 满 
是 : 


Bs 
| 9 HPA dL=0. 


时 


三 角 函 数 系 的 正 交 性 ， 为 三 角 冰 数 系 中 任何 两 个 不 同 的 函数 
在 区 闻 [ 一 x,，z] 上 积分 为 零 ， 妈 


| SInHiXCOSHXAX = 0 
一 天 


sinm%sinnxdxt=0 (mm) 
COSHEXCOSRELXI=0 (mr), 
locosnxad x = 0} 


| 1l:sinnwxdx = 0. 
其 中 ww、 为 正 整 数 ， 
间 ， 如 何 将 函数 (x) 展开 成 帘 针 级 数 ? 
答 : 我 们 看 到 ， 如 果 函 数 .三 xz 能 展开 为 富 氏 级 数 


[mm 
x -~ ; 
字 t+ Do, (qcosnx + bsinnxy), 
n=1 
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其 关键 在 于 类 出 富 氏 级 数 的 系数 4、4n、8，，(%# 二 1,3,"…)， 即 
如 何 利用 f(%) 把 80o、as、5; 表 示 出 来 下面 利 用 三 角 隙 数 系 的 
正 交 性 导出 4o、&4、 刀 % 二 1,2, 怀 ) 的 计算 公式 ， 

1。Go 的 计算 公式 : 

厦 Fx) 是 周期 为 2z 的 周期 函数 ， 且 能 展开 为 三 角 级 数 


Fr) = 十 > (ACOShE + DSinnx), 
下 三 ] 
将 等 式 表 边远 项 积分 : 
页 TT 2 天 
| Frydzx =| Zax+ >, [a | COSHXAX 
-7 一 如 二 1] 一 
六 
十 | S10 了 


由 三 角 函 数 系 的 正 交 性 可 知 ， 等 式 右 端 除 第 一 项 外 ， 其 余 各 项 
均 为 零 ， 所 以 ， 


于 


人 3 dx= 2 
A 


不 
则 a= f(t) dx, 
2。 0 的 计算 公式 : 
将 cos#s%* 怀 以 


bo 


FX) 一 了 十 > (HCoSRT 十 DsinkY) 
R=1 


的 两 站 9 再 从 一 7 到 7 过 项 积分 ， 


| fg) cosnrdy 


-并 


好 忆 ni 
a 
一 | Cospxdx 十 >, [af Cosk%COosnsad% 
一 下 R=1 ”一 天 


二 40 


Ei 
十 5 sinkxcosnaads | ， 
一 并 


根据 三 角 销 数 系 的 正 交 性 ， 等 式 术 端 除 小 二 n 的 一 项 外， 其 余 
各 下 均 为 零 ， 所 | 小 ， 

| F(X COSMXAS =a,l COS” FYE 

下 _ 


-of 1 十 oan. 7 


一 站 


= yr, 
开 
则 ao fix)cosnrax CH=1,2,"), 


3。 50. 的 计算 公式 : 
同 理 ， 用 sinx 先 以 
f(z) = 字 十 》 Carcosh% + brsinkxy 
| 
的 两 边 ， 并 求 一 "+ 到 7 的 逐 项 积分 ， 


垩 
则 5.= 工 | fl)sSInnrads (HK=1,2,"), 
下 


例如 ， 设 .三 2 是 周期 为 2 天 的 函数 ， 且 
一 工 ， 一 筷 扫 种 <， 
oor| 
1 ， 0 
将 A*) 展 开 为 富 氏 级 数 . 
和 解 : 所 设 六 2 可 以 展开 为 富 氏 级 数 ， 则 


1 下 
=| 
江 


Frydx 
于 
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0 Tt 


= 并 Dax+) ld 


-1 8 
一 月 . 
< 一 工 | XI COSRxadr 
TT 一 各 
f ”六 0 大 
= il C— 1)cosnxdi+ ' lrcosnsd%] 


一 不 中 


=0 (n=1,2,3,"*), 


开 
_1 . 
b, = 二 | (xX) Sinnyae 
0 有 
= 去 | | 《一 Dsinnxdx+ | lsinnxdx | 
一 并 0 


如 时 
1 [| 1 [ cosnz | 
一 二 十 一 | 一 一 一 二 
天 是 Tt 好 
一 于 习 


= icosnn— cosnr+ 1) 


2 i 
ri 1)”*7 


得 


二 4 7 
dR 
(0) 的 富 氏 展开 式 为 ， 


foxy =4 [sing+t 可 Sin3x 二 ses 十 


和 =] Ds," 


ain(2k—1)% 十 |] 


了 

2 一 1 
【一 00%T 二 O00 %0， 土 ， 土 2X "1)， 

问 ， 涵 数 f(x}) 符 合 什么 条 件 才 可 以 展开 为 宣 氏 级 数 ? 

答 ， 我 们 已 经 初步 了 解 将 函数 (%) 展开 为 富 区 级 数 的 方法 , 但 符 
合 针 么 条 忻 的 销 数 f(x) 才能 展开 为 富 氏 级 数 ? 换 各 话说 ,应 用 


934d8 


前 面 求实 氏 级 数 系 数 得 到 的 六 2 的 富 氏 级 数 ， 在 什么 条 件 下 
才 晓 化 于 半数 了 (X) 由 ?7 这 二 :个 很 重要 的 问题 ， 下面 的 狂 利 
证 下 Crichtiet) 定 埋 上 回答 了 这 个 门 题 。 
定理 ， 法 鸭 数 六 xy 为 周期 2 的 岗 期 的 数 ， 如 果 它 满足 ， 
(C19 在 -一 个 则 期 内 连续 或 只 有 和 有限 个 第 一 类 间断 点 ; 
(2》 在 一 个 册 期 内 最 多 只 右 丰 限 个 枢 值 点 ， 则 了 疼 数 f(x) 
的 名 代 级 数 履 钱 ， 并 旺 
当 革 是 .As 的 连续 点 时 ， 级 数 收效 于 As) 
当时 CX) 榴 问 断 站 时 ， 级 数 收敛 于 
Fw—0) + fxt0) 
ee. 
从 定理 可 以 看 出 将 销 数 (x) 展开 为 寅 氏 级 数 的 条 件 比 展 
开 成 过 级 数 的 条 件 要 低 得 多 . 
这 里 只 要 求 : 函数 /xz) 在 2# 周 期 内 有 有 限 个 存在 左 、 术 级 
限 的 第 一 类 间断 上 总， 并 用 的 糙 布 能 在 周期 肉 振动 得 太后 害 。 
当铺 数 fx) 符合 狄 还 条件 时 ， 则 函数 (x) 的 富 氏 级 数 在 
连续 点 处 啤 钱 于 该 点 的 汞 数值 ; 在 间断 点 处 收 和 化 于 读 点 堪 极限 
与 右 极限 的 算术 平均 值 ， 
应 该 注意 的 是 ， 在 周期 端点 处 ， 例 如 x 二 一 4 和 x 二 7 处， 对 
于 网 期 为 2 天 的 国 数 As ， 关 有 
fi—x+D)= /f(r+0), 
二 此 ， 
f+ (一介 天 (下 十 0 十 fxm0) 
2 2 “ 
如 实 氏 级 数 在 端点 处 收 雍 情形 与 问 断 点 处 相同 ， 
若 端 点 处 为 连续 点 ， 则 富 氏 级 数 必 化 包 该 点 国 数 值 ， 才 端点 
处 为 间断 点 ， 则 曰 效 到 无 、 丰 极限 的 算术 平均 慌 。 
问 :， 将 函数 fxz) 展开 为 富 氏 级 数 的 共 体 步骤 及 应 注意 的 问题 是 
付 公 ? 
答 : 将 一 个 限 数 人 xX) 展开 为 窗 开 级 效 的 步 综 为 : 
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1 。 验证 函数 x) 是 否 满 足 狄 氏 定理 条 件 ， 

2 。 根据 计算 公式 求 卉 富 氏 级 数 桑 狂 ad、 dn、 5 (n= 二 1， 
2 0 
3 。 将 窗 氏 系数 代 人 富 氏 级 数 中 得 到 (x) 的 富 氏 展开 式 。 

4 。 确 定 富 氏 展开 式 成 立 的 范围 。 

将 函数 六 xy》 展开 为 寅 氏 级 数 陡 ， 应 注意 : 

(C1) xz 第 常 是 分 段 图 数 ， 因 此 积分 时 要 分 段 积 分、 

(2 ) 计算 富 氏 级 数 系 数 时 ， 常 党 要 用 到 分 部 积分 法 ， 计 算 
时 要 和 福 意 符号 。 

(3 ) 确定 jx) 的 富 氏 级 数 成 立 的 范围 ， 实 际 上 就 是 确定 
随 数 产 轨 的 连续 区 间 , 这 需要 找 册 72 在 2r 周 期 内 的 疝 断 点 ， 
然后 找 出 通 数 的 连续 区 间 。 

例如 ， 以 2 为 局 期 的 喇 效 

一 1 一 天 SY<0， 
Fx) -| 
1 ， 刘 和 区 之 宽 ， 
符合 狄 氏 定 理 短 件 。 宅 在 一 个 周期 [一 x 7") 内 仪 有 三 个 第 一 类 
闻 断 点 * 二 一 x", %= 二 0 和 x 二 7( 图 5 一 3)。 因此， 根据 狄 氏 定 


图 =--3 
理 和 计算 公式 求 得 的 富 氏 级 数 
f (x) = 二 | sinx+ Si 了 名 十 ws 十 Tin 2h 1) x+ | 


在 连续 点 (x% 丰 Ex》 时 收 钱 于 了 (x)， 在 间断 点 《x* 二 Rr) 收 人 名 


了 5 


一 1 十 1 1I+( 一 1) 1 


2 2 


疼 5 一 4 
问 ， 如 和 何 将 周期 为 2r 的 周期 阔 数 f (xz) 一 可 ， 在 [一 了 , TX] 上 展开 


为 富 氏 级 数 ? 
答 ， 首 先 通 出 函数 六 %) 的 图 象 〈 图 5 一 5) ， 


图 5 一 5 


显然 ， 函 数 /xz) 符合 狭 氏 定理 条 件 ， 下 而 分 别 计算 富 氏 级 
数 系数 ， 
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Tn 
一 并 
. 开 
在， 一 二 | os 人 
于 2 
一 亚 
"i ™ nn 
1 Ty Sx | Sinnx 7 | 
开 上 Ei _ _ Ed 
好 
加 1 0 一 (se ) ] 
ox 和 | 
一 0， 
.区 
) 一 工 | ~ innxdx 
TT 之 
一 页 
__1l [- 2 COMM ,. | COSNX yy 
并 Fz _ pa 
1 ncosNr _ XAOS(— HT) + sinm* 
x Ee 娃 Fe 
1,，, — 27COSMT 
ox 人 
] 、 
二 一 一 COS%T 
姑 
《一 1 
党 
_ n+1 
= ( 1) {#4 =1,2,3,*")., 
宫 
:， 在 (一 zn， Xr) 上 国 数 六 入 的 富 氏 级 数 为 


二 一 Simxg 了 Si112 和 十 1 inax— 志和 
2 2 | 


号 =- 
= >, <—]y™t! SINRY . 
灶 
二 1 
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| 


一 再 


企 贞 # 二 一 并 和 YY 一 处 ， 富 氏 级 数 收效 于 


(一 着 二 的 十 大 (一 站 (十 0 十 了 ( 工 一 0》 0 
2 


[图 5 一 6) ， 


问 ， 如 何 求 2r 为 周期 的 周期 菌 数 


Xx， 一 玉芝 XX 夺 D， 
F(x) =| 
0 ， 和 < 区 雪 : 殉 


的 窗外 级 数 ? 
答 ， 首 先 商 出 函数 太 纪 的 图 象 〈 图 5 一 7) . 
显然 ， 国 数 /六 2) 符 人 台 犹 系 定 理 条 件 。 圩 面 计 算 x) 的 入 已 
级 数 系数 ， 


图 8- 一 7 
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二 
咯 国 


了 64 


TT 


fo = 二 | Fr) ax 


一 [一 【一 1 
HT 


2 
< 一 工 | 和) cosnnadx 
| XCOSHYAY 


0 ， 和 二 2 


丰 
5.= 过 1 f (2) sinnxds 


0 


一 工人 xsinnmxds 
i 


一 亚 


加 《一 于 了 9 本] 


一 只 
二 


在 (一, 7) 内 阔 数 /(%) 的 富 氏 展开 式 为 


二 1 ,3 ,0,"*， 
Ed 


人 一 一 工 十 工 [en 1}% 


i SInRnY | 


一 十 
4 天 1 


x 人 OSV 侍 必 全 台 芝 
+ 2 {0 


32 


十 


COSHEY 


5 


+ ) 


+ 一 -2 + Si -as ) 
在 * 二 一 + 和 x 二 "处 ， 汉 数 x) 的 富 苞 级 数 收 鳅 杆 
f+ frtOt fro0) 
2 2 


0 _ - 工 
2 2 
{图 5 一 8)，. 
间 ， 如 人 和 何 求 周 期 为 2! 的 周期 昂 数 (x) 的 定 氏 级 数 ? 
答 ， 著 函数 Ax) 是 以 2 [为 曹 斯 的 周期 消 数 ， 为 了 利用 前 面 计算 
富 氏 级 数 系 数 的 公式 ， 可 散 下 面 变换 ， 


f 0= fe)= Ps), 


可 以 证 明 : 五 (z ) 是 以 2 ”为 居 期 的 周期 函数 ,依照 前 面 计算 
富 氏 级 数 系数 的 公式 ， 有 


大 


Hn = 二 | OA 


Ei 
Ry 一 二 Fla COsmaltz 【天 一 1 2, 站 se 
一 
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+ 
b= 一 | Fa)sinnads (WH=1],2,3,.), 
守 一 碾 
们 f(x) 符合 狄 氏 定理 条 任 ， 则 EF(8) 可 展开 为 ; 
(21= 全 十 > (fCOspe t+ d,sinns) 。 


叉 二 1 


将 z = 一 代入 ， 有 


+h sin 


+ (tscos 2 i 4 Si 2 


(41 一 区 


! 
i Fradxs 
i 


1 
a = f (x) cos XAx 《入 一 12 3) 
-1 


1 
b= fsin HF-wdx (n=1,2,3,%"). 
下 , 1 


这 斌 十 周期 为 2 [的 周期 孙 数 (x) 的 官 氏 级 数 及 官 氏 级 数 系数 
的 计算 公式 。 只 发 站 (%) 符合 狭 氏 定理 条 件 ， 则 可 依 腿 上 述 公 
式 求 出 落 数 (0) 的 官民 级 数 ， 
应 该 注意 的 古 ， 以 2 7 为 周期 的 周期 欧 数 (%) 的 官民 级 数 ， 
在 连续 点 x 处 收 钱 于 x)， 在 合 断 点 * 处 收 误 于 
f(x 0) + f(x+0) ， 


， 2 
例如 ， 设 (x) 是 周期 为 4 的 函数 {图 5 一 9)， 它 在 [一 2,2] 上 
的 表达 起 为 


fw) = 
天， 0 和 2 (在 们 ，。 
求 了 站 (x) 的 富 氏 级 数 ， 
解 ， 显然 ， 明 数 详 (%) 符 会 狱 氏 定理 条 件 ， 且 1 =2. 
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人 ， 一 2 过 光 过 人 0， 


| 他 一 人 
| 
| 
-一 可 
一 了 5 2 
图 5 一 9 
站 
1f ? 
a = 0ax+ | Adx | 一 天。 
21. 
一 2 0 
1 2 
as = 了 | hcos dx = sin_HT% 0 ， 
， ， 
2 
= 二 | 上 Sin dw 一 一 上 cos YY 
0 0 
一 {1— cosHpr) 
其 磺 
2 下 - 
mr 灶 CO 二 1 , 


0 ， Rn 二 2, ,6+ 
在 连续 区 间 内 ， 有 
dT 1 ,one ) 


RR 28A . nx 
/一 全 + S1IL 2 二 sin 二 三 SI 了 十 


在 各 问 断 点 处 ， 富 氏 级 数 收 北 于 ， 


(0+OEF fF(0—0) _E 
2 2 


《图 5 一 10) . 
问 ， 如 何 将 画 数 f (xz) 一 一 天 + 并 一半 雯 x< 工 ) 展 开 为 富 氏 级 数 ? 


答 : 函数 /《%*) 符 合 狭 氏 定理 条 件 ， 恒 4 一方, 因此 ,根据 富 氏 级 
357 


图 5 一 10 


数 系数 的 计算 公式 ， 有 


区 
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] 1 


i 
-十 2 


(— xX?+1)cos2nnrxds 


ll 
Ii, 


—1] 再 
一 pe {—1) 


ll 


(—1)"+! 
1 全 : in 一 
5) sin 
到 二 了 


fj 在 (一 二， 下) 上 连续 ， 旺 7 (a 


2 _ 六 定 1 
f (#8)—l+ ld 六 cos2nny, 


yo 


八 、 奇 函数 与 偶 函 数 的 富民 级 数 


间 ， 奇 函数 与 偶 函 数 及 其 性 质 是 什么 ? 
答 ， 我 们 知道 ， 车 前 数 .x%} 在 定义 域 上 有 
ff(—2)=— (YX), 
由 称 函 数 (%) 为 奇 函 数 ; 车 函数 /(%) 在 定居 域 上 有 
fi—x)= f(x), 
则 称 晴 数 六 (%) 为 偶 函 数 ， 
奇 函 数 的 图 象 对 称 于 华 标 原点 ， 人 偶尔 数 的 图 象 对 称 于 2》 轨 、 
奇 的 数 与 悍 范 数 有 下 面 的 一 些 性 质 ， 
1 。 奇 汞 数 与 奇 隙 数 莱 积 为 偶遇 数 ; 奇 国 数 与 蛋 函 数 或 惕 函 
数 与 奇 国 数 乘积 为 奇 函 数 ， 偶 函数 与 倡 国 数 乘积 仍 为 个 国 数 ， 
过 。 落 太 2 为 奇 冰 数 ， 且 在 [一 a， 4J 上 可 积 ， 则 


。 
| /ds=0. 


一 下 


3 。 洛 了 (0 为 偶尔 数 ， 且 在 [一 4， 习 上 可 积 ， 则 


| XIAx= 2 { fear. 


问 ， 奇 函数 与 俑 葛 数 的 富 氏 级 数 有 什么 特点 ? 

答 : I ， 如果 fx) 为 奇 函 数 ， 昌 (x) 符合 狭 氏 定理 条 件 ， 则 
在 [一 7",， m7] 上 上， 有/ (%)sinn% 为 偶 师 数 ，/(%)cosnx 为 奇 函数 
所 以 ， 


二 wn 二 0 (HO 1 ,23,.*"**), 
9 反 
,= 二 | (SITE 和 (N=1,2,3,.""), 


因此 ， 奇 国 数 的 富 氏 级 数 完 全 由 臣 汞 国 数 组 成 ， 我 们 称 之 为 
正 茎 级 数 ， 
2 。 如 果子 (2 为 个 国 数 ， 且 /YY) 符合 狭 氏 定理 答 件 ， 则 在 
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fn, mI 上 ,有 有 六 (Xsinnx 为 桂 国 数 ， 而 六 (x)cosnx 为 伪 明 数 ， 
所 以 ， : 


天 
2 ， 
mm 一 全 fxdxs 


开 
a 一 三 fx) cosnxdx n=l,2,3,"")3 
0 


b=0 Cn=1,2,3,")., 
因此 ， 偶 函数 的 富 氏 级 数 完全 由 余 继 函数 纪 成 ， 我 们 称 之 为 
余 续 级 数 ， 
问 ; 如 何 将 函数 f(x) =cos3 (一 x+ 之 x 所 7) 展开 为 富 氏 级 数 ? 


答 ， 由 于 函数 J (y=cos 在 Cc 一 x, x7] 上 为 侦 葬 数 ， 所 以 镁 数 
六 的 可 展 为 祭 骂 级 数 ， 


1 全 % ,4 
一 -一 二 证 省 一 : 一 - 
tn | 四 ru 7 


- NY 
tf 一 | CUS A COSHXAX 
开 2 


i 
4|~ 
一 -全 

的 

| 

nn 
-一 一 
ci 一 

| 

ed 
me 

如 

十 

六 

说 

六 
| 一 

十 

从 
Te 

Eo 
| 

eu 

妈 


360 


XE . A TX] 上 过 统 ，H.7( 一 27) = (x)， 
在 CC- 一 TT] 上 (x) 的 休整 级 数 为 


sin (a -7 
2 


8 一 上 
2 


NS 


问 ， 如 何 将 况 烽 (xX) 二 x (一 7 所 xX 芝 x ) 宗 开 为 富 氏 级 数 ? 
答 : 由 于 消 数 一 后 为 奇 函 数 ， 所 以 评 数 f(x) 可 展 为 正弦 
级 数 。 
一 【一 ] 2 ), 
至 
5 一 全 人 vInlnnrad% 
和 站 
= (C1) 12 2 


x 
你 "f(z?) 在 [一 x,，7J 上 连续 ， 
。 在 [一 +, 7 上 f/(%) 的 正 续 级 数 为 


3 (—1) sin, 


五 二] 


万 、 非 周期 兰 数 在 区 间 [0，, 加 上 的 富民 级 数 


间 : 如 何 和 将 一 个 非 周期 函数 六 zx) 在 区 间 (0，、 门 上 良 开 为 富 氏 级 
数 ? 

答 ， 前 面 已 经 看 到， 对 定 芝 在 〈 一 se，+eo) 上 的 竺 舍 犹 氏 定 理 
条 忻 的 思 期 谓 束 f(x) 可 以 展开 为 富 氏 级 数 ， 且 根据 狄 氏 定理 

器 可 以 得 到 富民 级 数 的 收敛 性 。 但 如 果 函 数 f(x) 是 一 个 非 周 
期 明 数 ， 由 不 能 直接 将 函数 A (x) 展开 为 富 氏 级 数 ， 
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为 了 将 非 周期 函数 f(x ) 在 [0 ， 7 3 上 展开 为 窗 氏 级 数 ， 需 
要 拓 广 逊 数 A(% ) 的 定 关 城 ， 并 在 拓 广 后 的 定 疼 域 定 疼 一 个 符 
合 狄 民 定 归 条 件 的 周期 函数 E(x)。 显 然 ， 在 C0，1 上 有 六 {%) 
三 g(X}。 这 样 ， 我 们 可 以 将 同期 区 数 gtx) 展开 为 富民 级 数 ， 
该 富 氏 级 数 在 [0 ， 了 3 上 收 化 于 8 的 到 六 外 ， 而 在 [0， 站 以 
外 ， 窗 民 级 数 与 (* 无关 ， 

对 非 局 期 图 数 六 (% ) 的 这 种 “ 延 邦 ”大 体 可 以 分 为 奇 延 拓 和 侦 
延 拓 两 种 。 

所 谓 “ 奇 延 拓 ”， 就 是 在 5 一 六 让 上 定义 一 个 碍 隔 数 g(x)， 即 
补充 应 数 在 [一 i, 03 上 的 定 交 ,使 补充 定 艾 后 得 到 的 图 数 g(x)， 
在 [ 一刀 站 上 符合 

EL—X)=— PX}, KEC—i, 
显然 ， 在 [0, 门 上 恒 有 :8(20) 一 了 (x) (图 5 一 11)， 
“ 伪 延 拓 ” 就 是 在 [一 关门 上 定 交 一 个 偶 范 数 g(x), 即 补充 隧 


图 5 一 11 
数 在 [一 0) 上 的 定义 ,使 补充 定义 后 得 到 的 函数 g(x%) ,在 [一 
7 2 上 符合 


a{(~X)=g{%), %EL—L, , 
显然 ， 在 C0, 门 上 伍 有 ，8& 02) 一 f(x) 《图 5 一 12) 。 
经 过 对 (x) 进行 奇 延 拓 或 偶 延 拓 后 所 得 到 的 周期 六 数 g(x)， 
就 可 以 直接 展开 为 富 氏 级 数 了 ， 该 富 氏 级 数 在 CG， 1 3] 上 收 总 于 
六 (人 
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图 5 一 13 
例如 ， 定 义 在 C0, 加 上 殉国 数 A(x) 二 % 是 个 非 周期 图 妆 。 我 
们 可 以 将 其 延生 为 奇 国 数 2(X): 
EX = YEE—i, 全， 
亦 可 特 其 延 拓 为 侦 孙 数 g(x): 
s(t)=|x|，%EE[E 一 ?2, 站 (图 5 一 13). 

问 ; 如 何 将 函数 (x) =x 在 C0, 2 上 展开 为 定 氏 级 数 ? 
答 : 如 果 将 了 (*) 在 [一 x", 7] 上 进行 奇 延 拓 ， 则 所 求 得 的 富 氏 级 

数 为 正弦 绥 数 ;党 将 /7%) 在 [一 x, zj 上 进行 偶 延 拓 上 ， 则 所 求 得 


图 5 一 13 
的 富民 级 数 为 余 继 级 数 ， 
应 该 注意 的 是 ， 虽 然 对 了 (% ) 做 不 同 延 拓 得 到 的 富 氏 级 数 不 
同 但 这 只 是 形式 上 的 差异 ， 阁 将 两 个 不 癌 级 数 的 各 项 的 图 象 
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选 ， 加 之 后 ， 在 [0， 3 上 所 得 到 的 图 象 完全 棚 问 ， 

荔 外 , 在 实际 展开 有 时, 一 能 不 需要 找 出 延 拓 以 后 的 六 车 2(%)， 
计算 时 也 只 用 50, z 上 的 囊 达 式 ， 只 是 应 用 正 焉 级 数 或 余 政 级 
数 的 计算 公式 进行 计算 即 吕 . 

解 ， (11) 在 [一 +,， TY] 上 将 六 9 进行 奇 延 拓 , 则 在 560,，r] 上 有 

= R=1,2," 


开 


bs = 二 F(x) sinngdx 


亚 
2 . 
= 这 | Co 
下 由 


于 
一 了 | Lycosnr+ 1 SINMY | 
丈 L 撒 Pi” J 0 


一 【一 7a+1 和 2， [4 一 1,2,m). 
名 
(x) 在 [9,， IJ 上 的 正 荡 级 数 为 . 


sin 
光一 2 2D, (1)"+! 人 


出 二 工 


Su% sin2x singx 

2 ( 1 2 + 池 )- 

(C2) 在 [一 zw, J 上 将 (3) 进行 偶 延 拓 ， 加 在 C0, x] 上 有 
六 一 0 (R= 2 


下 


2 | 
ao 一 二 | A a 


2 不 
=21 XAax 
TT 
0 
二 ， 
证 


oa 人 Frcnsnvadx 
9 
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了 
一 | 着 COSH 人 CTY 


于 
人 三 下 年 | 


10 1 
“2 C1)"—1) 
0 ， 型 一 4 
本 一 二 lr 


了 (2%) 在 [0, 7#] 上 的 余弦 级 数 为 ， 


T | COS 7 23H 一 1 下 
出 一 一 一 
2 Xx 之 { 21.— 1): 


站 二 了 


二 coex CI 和 CTISI 
| + 十 二 


问 : 如 何 将 函数 f(x) 一 -3 在 C0， TJ 上 展开 为 正弦 级 数 ? 


答 ， 茎 然 要 求 将 了 (x) 存 C0, xz 上 上 展 升 为 正 此 级 数 , 所 以 在 对 Fo) 
做 奇 延 拓 之 上 后， 有 
ia 一 站 下 一 站 ,1 2 
红 
0 一 2 Teinnxdx 
mT. 3 


1 下 
= 加 | xainnvdix 
于 
站 
邱 
1 ] 1  ， 
一 一 一 区 人 1 用 和 党 十 一 ST 
Fe PP 
必 


一 《--- na71 下 I 
到 
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.Fr(2) 在 [0，xr] 上 的 正弦 级 数 为 : 
x at1 。 Sinn% 
本 = 之 一 亲 一 。 


问 ， 如 何 和 将 函数 让 (x) 二 e* (0 二 xs) 展开 为 余弦 级 数 ? 
签 ， 将 f(*) 存 [一 7x, "上 做 侦 延 拓 ， 有 
Do 一 由 {w=1 2,")} 


tn = 二 OS 
0 


于 
FF COSHY 二 Sin ] 
L 22 十 列 : 0 


一 ET 一 之 ) 


_ 4 
x(d4 十 72) 


.。 在 C0, x J 上 f(x) 的 余弦 级 数 为 : 


Ci—1)"e"—1), 


和 有 去 工 志 中 


0, Rx 
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展开 为 余弦 级 数 ? 
答 : 在 [一 x zj 上 对 /进行 偶 延 拓 ， 有 
如 :一 站 【 吕 一 1 2) 


2 rr” 


7 
fn 一 一 -， | ] 区 十 | 0 dx | 
TA k 
2 大 严 
cen 一 2 Lecosnxdw+t| HCOsmNi yw ] 
nl 
出 让 
上 
Sin 和 ] 
Tl 氏 1 
加 D417a 
让 


(2*) 在 [0, 和 及 [CER，72 虐 的 余 蓄 级 数 为 ; 
fix) -+ coso 

问 ， 在 和 将 非 周期 函数 上 (xz)，xE00, X) 做 延 拓 时 得 到 的 周期 函数 
g(x) 有 什么 重要 作用 ? 

答 ， 在 将 非 局 期 铺 数 上 ( 芷 ?展开 为 窗 氏 级 数 的 计算 中 ， 延 拓 后 得 
到 的 周期 函数 & (* ) 并 未 参与 积分 计算 ， 而 仍 是 在 [0, 关 1] 上 用 
f/x) 计算 ， 即 

《1) 作 奇 延 拓 时 ， 和 将 A%) 展 开 为 正弦 级 数 ， 


t= 《天 一 个 12) 


ba =) /Simsds. 
(2 ) 和 作 侦 延 拓 有 时， 将 六 (%*) 展 开 为 余弦 级 数 : 
B= tH] 2,""")} 


Er 


2 
mm 一 全 FNaxs 


0 


367 


A 
fn = 二 CDOS 了 2 区 及 区 。 
0 


但 是 ， 我 们 色 道 ， 如 有 朱 不 对 非 周 期 属 数 A(x) 进行 延 拓 ， 器 
不 可 沦 应 用 将 周期 消 数 展开 为 定 氏 级 数 的 方法 对 ft 进行 展 
开 . 在 对 了 (做 了 延 拓 之 后 , 再 利用 亲 偶 商 数 积分 的 性 质 , 才 可 
将 对 8 (名 在 [一 7， XJ 上 的 积分 转 到 在 50, 7I 上 的 /(%) 的 积分 
上 ， 从 这 个 意 浆 上 看 ,将 非 周期 图 数 ,六 *) 进行 延 拓 以 后 得 到 的 
消 数 g(9 ,在 整个 计算 中 起 到 子 重 要 的 桥梁 作用 ， 


十 、 小 结 


级 数 不 仅 十 高 等 数学 中 重 旨 的 一 部 分 内 容 ， 而 且 是 研究 函数 
和 实际 问题 的 重要 工具 。 利 用 级 数 不 仅 可 以 将 一 信 复 杂 的 函数 表 
未 为 级 数 的 形式 进行 研究 ， 而 且 还 可 以 把 一 个 确定 的 数 表示 为 级 
数 的 展 式 .这 充分 体现 了 有限” 与 “无 限 * 之 间 的 僚 证 关系 ， 把 数 
学 研究 推 语 了 一 个 新 的 领域 

下 面 将 本 人 半 的 重要 内 容 小 结 如 上: 

1 。 正 项 级 数 合 散 性 的 判别 着 。、 

{1) 比较 判别 潜 


设 正 项 级 数 >, 三 > ， vs 有 ， Wa Ua (=1,2,"*), 则 | 当 
1 一 十 x= 1 
> ， 员 虫 黎 时 ， > #n 惧 就 ; 当 >, ta 发 其 时 ， vw 发散， 
性 三 1] 于 二】 


a 二 1 村 二 上 


C2) 比值 判别 法 
正 项 级 数 》，w, 讶 足 ，lim 一 


+1I 
Hn 过 好 


= 二， 则 当 荆 之 1 时 ， 


二 1] 
级 数 收 苞 * 当 了 >>1( 或 了 一 co) 时 ， 级 数 发 散 : 当 了 二 1 时 不 定 ， 
C3) 彬 值 淹 串 法 
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让 项 级 数 >， 2 请 足 ，lim 2 7 一 了 ， 则 到 7 之 1 上 时， 级 


月 一生 
1 二 |] 


数 收 黎 ! 妆 了 全 1 (或 了 =co 加， 级 种 发 散 ; 当 了 二 1 时 不 定 ， 
2 。 知 级 数 收 笋 域 的 确定 
《1) 徊 级 数 的 性 分 灶 径 


徊 级 数 > daX?， 若 lim 


i 


-| 二 0(0 半 0)， 则 竹 级 数 


天 二 站 


的 收 伊 半 径 为 一 二 当 p 一 0 内， 党 级 数 的 收敛 半 逢 尽 = + cei 


当 ?== 十 co 有时， 条 级 数 的 收 北 半径 严 =0， 
(2) 曙 级 数 拉 收 纹 战 
于 任 纹 数 收 伊 准 径 p 记 9， 稼 级 数 任 《一 瑟 ，R》 员 人 钱 ， 而 卫 
庆 对 % 一 一 民 与 Y= 玉 晤 损 蚕 级 数 的 仇敌 性 进行 讨论 ， 从 而 最 后 确 
定 因 级 数 的 收 合 域 ， 
当 帮 级 数 的 收 印 半径 s ==0 时 ， 鹤 级 数 收 伊 战 为 (一 03, 十 00)， 
当 占 级 数 的 收 合 半 径 5 二 总 时 ， 笑 级 数 收 伍 咸 为 x 一 0， 
3 。 将 函数 展开 为 第 级 数 ， 
(1) 直接 展开 法 
(i) 全 区 级 数 : 
(一 FN fx) CE) tL (yn) sa 


Cn) 
+ WD) rw Ya be 
%] 


为 将 数 六 0 在 点 *= 和 % 处 的 台 劳 级 数 ， 

(ii》 马 殉 劳 林 级 数 ， 

ft) = 0 4 fC0) + wt + ED gn, 
为 函数 全 在 点 * 二 0 处 的 台 劳 级 数 一 一 马克 劳 林 级 数 ， 


《2 》 回 接 展 开 潜 
利用 下 面 儿 个 常见 的 级 数 : 
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2 直 
i 《一 DY 二 GT 
Hs 


Si 有 区 一 时 一 了 ws 十 工 v5 于 《一 二 3 ee 
31 51 C2 二 1)1! 
《一 00 和 十 
1 ，，1 WE 
站 问号 于 一 一 一 一 ] 让 个 Li 
5 (| 
(一 0X to) 
2 ] 了 好 
10(1 tw) =%— -+ 多 1 . 
2 号 4 用 
一 1 和 <1)5 


二 mm Oo 1} Om 十 1) Mr 十 


#2! 
《一 1 二 和 < 人。 
通过 代 换 、 四 则 运算 、 逐 项 求 导 、 积 分 等 方法 ， 求 出 一 些 随 数 的 
震级 数 展开 式 ， 
4 。 富 里 误 豚 数 
(1)》 定时 说 级 数 


2 十 >》, (qcosmv TT bsinnz),， (za 二 1,2,:5; 其 中 
下 二 1 


bas 4 为 常数 ) 重 
《2 ) 将 周期 为 2r 的 函数 展开 为 富里 哀 级 数 ， 其 系数 为 ; 


[ma 


于 
_ 1 . 
mo= 才 | fas 


A 
tn 一 | Fx cosnradi CH=1,2,.3,")} 
一 不 
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I 
pb, = 二 | Fx)sinnxadx (i=1,2,*), 
~ 开 


( 3) 将 周期 为 2 7 的 函数 展开 为 富里 农 级 数 ， 其 系数 为 ， 


i 


i 
FX RAY, 
? 


? 
a = 二 | f(x) cos ET wdx (Hc1,2,"")s 
1) { 
! 所 
5 一 了 | fx) sin ds C= 1 
! 


则 若 数 的 窗 氏 级 数 为 : 
和 十 > (aucos 二 Dsin 了 * ). 


三 ] 
{ 4 ) 将 非 局 期 明 数 C8) 在 [0, 了] 上 展开 为 富里 误 级 数 : 
在 [一 上 站 上 将 (x) 延 拓 为 周 萌 函数 g(x), 当 进行 奇 延 拓 时 ， 
可 将 ft%) 在 [0,2 上 展开 为 正 素 级 数 ; 当 进 行 惕 延 才 上 时， 可 将 
了 (0) 在 C0， 门 上 展开 为 余弦 红 数 ， 


十 一 3. 下 .和 芳 练 习 题 


1 。 判 断 下 列 各 级 数 的 仇 散 性 ， 


(1) > sin 3 (2 ) 二 十 计 十 本 十 


1 1 1 
(3) mn 


2 。 求 下 列 知 级 数 的 收 人 证 域 


苇 2 了 评 
1Y — 二 过 
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(2 5 C2xt 1 


过 
= 1 
3 。 将 下 列国 数 展 开 为 着 的 莉 级 数 ， 
【1 7823 《2 lnf2 十 艺 ) 。 


1 。 将 函数 1 一 一 一 (0 之 过 7 ) 展 开 为 正法 级 数 ， 


1 ， 0 运 % 扒 本 ,展开 为 余 荡 级 数 ， 
5 。 将 函数 六 (和 ) 一 


十 二 、 思 芳 练 习题 答案 或 诈 示 


1 。{1) 绝对 收 冻 (2) 发散 3 《3) 条 人 性 收敛 。 
2 {1) 【一 3，33]4 (C2) [C—1, 07, 


a mar 
3 (1) 12X 二 人 一 二 o 十 -和 于 
2 | 
XE Os + coo)， 
的 | 5 
2 光一 一 一 十 ”一 Xr 人 一 
各? 6 A0 112 ，XE( 一 1，1)， 
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第 六 章 ”微分 方程 


我 们 知道 ， 畏 数 足 客观 事物 内 部 联系 在 数 语 方面 的 及 喘 所 
让， 在 证 究 白 然 科 学 ,工程 挡 术 党 各 方 伯 问 题 时 : 襄 要 用 到 隐 数 及 
洱 数 关系 式 .但 由 于 客观 事物 在 数 晤 关系 上 的 复 厅 性 ,我 们 企 研究 
过 程 中 常常 不 能 直接 得 到 所 舌 旧 的 防 数 关系 式 ， 而 上 只 能 得 到 含有 
这 些 未 知 图 数 的 导数 或 微分 的 方程 一 一 微分 方程 。 央 此 ， 对 微分 
方程 的 研究 就 有 具 契 极为 平 要 的 谷 浆 。 

本 章 将 重点 研究 含有 一元 未 知 国 数 的 微分 方程 一 一 党 微分 方 
程 的 概念 及 共 本 解法 ， 

学 习 本 章 的 和 要求 : 

1。 正 确 理 解 役 分 方程 及 其 阶 、 解 、 通 解 、 特 解 等 概念 ， 了 解 
计 么 是 初始 条 忻 、 极 值 问 题 . 

2。 蒜 练 掌握 一 阶 可 分 离 蛮 景 方程 的 解法 。 

3。 菇 练 掌握 一 阶 线性 齐 次 、 非 齐 次 方程 的 解 法 ， 学 扣 一 阶 
线性 机 分 方程 的 概 仿 ， 

4 。 掌 担 二 阶 线 性 常 条 数 巩 分 方程 概念 及 二 阶 线 手 微分 方程 
解 的 结构 定 吾 ， 

5 。 熟 练 掌握 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 通 解 解法 一 一 特征 
根 法 ， 双 有 玉带 有 兰 殊 右 端 的 线性 非 齐 次 方程 特 解 的 解法 一 一 待定 
系数 法 。 

86， 了解 市 本 方程 【主要 是 二 阶 ) 的 形式 ， 会 解 二 阶 的 克拉 
万 程 。 

7。 了 解 雷 级 数 解 法 竟 一 般 兴 又 ， 

8。 了 解 二 阶 线 性 非 弃 次 方程 非 章 次 项 是 其 它 溃 数 时 ， 可 用 
常 雪 变易 法 求解 。 

本 这 重点 是 ， 可 分 离 室 骂 方程 的 解法 ; 一 阶 线性 齐 深 、 非 齐 
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次 方程 的 和 解法， 用 特征 根 解 二 阶 当 系 数 线性 齐 次 方程 ， 用 行 定 系 
数 法 解 带 有 特殊 右 端的 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ， 


一 、 件 分 方程 的 概念 


间 ， 人 和 什么 是 微分 方程 与 微分 方程 的 阶 ? 

答 : 微分 方程 就 是 联系 着 自 变 重 、 未 知 闲 数 以 及 未 知 涪 数 的 导数 
(或 微分 ) 的 方程 。 微 分 方程 的 最 大 特点 是 在 方程 中 含有 玉 知 函 
数 的 导数 (或 微分 )， 如 果 一 个 方程 中 仅 含有 自 变量 、 未 知 后 
数 ， 而 不 含 求知 函数 的 导数 “或 微分 } ， 这 类 方程 就 不 是 微分 
方程 。 

应 该 注意 的 是 ， 微 分 方程 中 的 未 知 尔 数 可 以 是 一 元 限 数 ， 也 
可 以 是 多 元 讲 数 。 显 然 ， 如 果 微 分 方程 中 的 未 知 明 数 是 多 元 函 
数 ， 则 方程 中 的 导数 就 是 偏 导 数 ， 

例如 ， 下 面 各 方程 都 是 微分 方程 ， 


2 
5 二 34% 二 Acosomf 《mA, 为 常数 )， 


SY +PW) y=0(%), 
Bx _ Hg 
oF 全 22“ 
在 微分 方程 中 ， 有 的 含有 未 知 畏 数 的 一 阶 导数 (或 微分 )， 
有 的 含有 二 阶 导数 〈 或 微分 ) ， 有 的 其 至 含有 更 高 阶 的 导数 ， 
我 们 把 微分 方程 中 出 现 的 未 知 国 数 的 最 高 阶 导 数 ( 或 微分 ?的 价 
数 ， 称 为 微分 方程 的 阶 数 . 
例如 ，2*” 十 y=sinx 是 二 阶 微分 方程 ， 
37 十 4 一 sinX 是 三 阶 微分 方程 ， 
问 ; 微分 方程 一 般 分 为 几 种 类 型 ? 
答 ， 微分 片 程 一 般 可 分 为 两 大 类 型 , 即 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 . 
如 时 一 个 微分 方程 中 的 未 知 国 数 只 与 一 个 自 变 星 有 关 ， 则 称 
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| 为 营 微 分 方程 :如 果 方 程 中 的 未 知 冰 数 与 几 个 自 变 最 有 关 ， 并 
号 方程 中 出 现 未 知 函 数 对 几 个 变量 的 伪 导 数 ， 则 称 读 廊 程 为 偏 
微分 方程 

| 例如 ， 方 程 


YYy= nw, 


5 op or so, . 才 ， ?和 E 光 六 各 + 数 》 
| 是 党 微分 方 答 ; 日 同 
Ox _ Oa 
df Oe 


我 们 只 研究 常 微分 方程 。 

条 :什么 是 微分 方程 的 解 、 通 解 和 特殊 解 ? 

答 ， 如 果 把 某 个 函数 以 及 它 的 导数 代入 微分 方程 ， 能 使 该 方程 成 

为 恒等式 ， 那 么 该 函数 就 称 为 这 个 微分 方程 的 解 ， 也 就 是 说 ， 
满足 微分 方程 的 函数 叫 获 该 微分 方程 的 解 . 


例如 ， 函 数 y 一 2 就 是 微分 方程 -32 一 32 一 0 的 解 ， 


应 该 注意 的 是 ， 微 分 方程 的 解 不 是 一 个 函数 而 是 一 个 函数 
族 ， 

例如 ， 范 数 族 v 一 加 +C〈C 为 任意 常数 ) 就 都 是 方程 -5 一 
322 一 0 的 解 。 

一 般 邮 ， 微 分 方程 的 解 中 都 含有 任意 常数 ， 这 些 常数 之 闻 没 
有 任何 联系 。 而 且 一 个 方程 含有 任意 常数 的 个 数 与 做 分 方程 的 
阶 数 有 关 。 


例如 ， 一 阶 微分 方程 -4 一 3x*== 0 的 解 中 含有 一 个 任意 党 


| 是 偏 微分 方程 . 


数 ， 而 二 阶 微分 方程 -5 一 的 解 中 含有 两 个 任意 常数 ， 


s =FT8t tC 


如 果 微 分 方程 的 解 含 有 任意 常数 ， 且 任意 常数 的 个 数 与 微分 
| 人 


例 旭 ，Y= 和 二 CC 是 方程 - 二 上 0 的 道 解 ， 3 = 


op 士 
2 


ph 
| 根据 给 定 的 已 知 条 件 ， 确 定 了 通 能 中 的 任意 常数 之 后 ， 所 得 
到 的 解 称 为 微分 方程 的 特 解 ， 
疗 如 ， 已 知 质量 为 名 的 物体 在 重力 作用 下 出 初始 位 轩 s, 开始 
下 沉 ， 初 速度 为 .二 0， 游 不 计 空 气 的 阻力 ， 求 下 洲 路 程 。 随 


C+ - 是 上方 


上 时间 芋 的 变化 规律 . 
设 物体 运动 规律 为 * 二 8s (上)， 则 有 方程 
Ts 
全 六 
通过 积分 可 得 方程 通 解 为 : 
3 = 8 +0 + Cs 


Ln 
号 


因为 题目 中 所 给 的 已 知 条 件 为 s 


所 以 可 确定 出 C= 0, Ca = ne 
内 此， 符合 题 中 已 知 条 件 的 微分 方程 的 特 解 为 ; 


1 
$§ 一 一 - 下 十 站 是 
2 


问 : 什么 是 微分 方程 的 初始 条 件 ? 

答 ， 为 了 准确 地 研究 客观 事物 在 苹 些 特定 条 件 下 的 变化 规律 ， 常 
党 需要 从 微分 方程 的 道 解 中 ， 求 出 符合 上 述 条 人 性 的 特 解 。 这 些 
附加 条 件 称 为 方程 的 定 解 条 件 。 在 求 出 微分 方程 的 通 解 之 后 ， 
我 们 可 根据 定 解 条 件 确 定 通 解 中 的 任意 常数 ， 从 而 得 到 符合 规 
定 条 件 的 特 解 。 
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在 定 解 条 件 中 ， 常 见 的 形式 是 给 出 物体 在 运动 的 初始 位 置 或 
森 个 瞬间 所 处 的 状态 ， 这 类 定 解 条 件 称 为 初始 条 件 ， 

例如 ， 前 而 例题 中 所 给 的 条 件 ，s | =s， -| = 
= 0 ， 就 是 初始 条 件 ， 

应 谈 注 总 的 是 ， 在 有 些 向 题 中 初始 条 件 常常 隐 含 在 站 题 中 ， 
所 以 ， 认 真 地 分 析 问 题 ， 找 出 初始 条 件 ， 并 依据 初始 旬 件 求 出 
符 解 ， 是 很 重要 的 ， 

问 :学 习 微 分 方程 一 般 应 掌握 哪些 问题 ? 
答 : 一 般 地 说 ， 学 习 微分 方 穆 应 擎 握 上面 两 个 问题 ， 

1 。 根 据 实际 问题 建立 微分 方程 ， 并 准确 地 确定 初始 条 件 ， 
这 需要 以 物理 、 电 工 、 几 何等 、 知 识 为 基础 ， 找 出 事物 内 在 的 
联系 ， 列 出 含有 未 知 榴 数 导数 《或 微分 》 的 等 式 ， 其 分 析 方 法 
类 似 手 列 代数 方程 的 方法 . 

2 ， 解 微分 方程 ， 这 是 我 们 学 习 的 重点 。 目 前 我 们 仅 研究 一 
阶 、 二 阶 当 微 分 方程 ， 


二 、 可 分 离 变 量 方程 


问 ， 什么 是 变量 可 分 离 方程 ? 它 有 和 什么 特点 ? 
符 ; 形 如 


BY -ruy ef 


的 方程 称 为 变量 可 分 离 的 方程 。 这 种 方程 的 特 点 是 : 经 过 束 
理 ， 广 程 的 右 喘 为 只 含 # 的 获 数 和 含 了 的 冰 数 的 乘积 ， 方 程 的 
诺 况 则 仪 为 销 数 村 和 的 一 阶 娃 数 ， 


人 例如， 方程 
dy XY 
x%X 10—x:’ 
dy _V 1 
dr VT 
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都 是 可 分 离 变 明 的 方程 . 
问 ， 如 何 解 可 分 离 变 量 的 方程 ? 
答 ; 在 可 分 离 变 量 的 方程 
SY =h(#) 有 (2 


中 ， 如 果 太 (x》 在 茶 个 区 闻 (a, 的 内 连续 ，g (3) 在 某 个 区 间 
(c, 8) 内 连续 ， 且 #3) 夺 0， 则 可 特 方 程 变形 为 


Oy Bx)Ax, 
ot{y) 


这 时 方程 左 端 仅 含 Y 的 诸 数 g(%) 与 yy， 方 程 右 端 仪 含 * 的 冰 
数 #(x) 与 4x， 我 们 称 之 为 分 离 变 量 ， 这 时 ,通过 对 方程 两 边 分 
别 积 分 ， 就 可 得 出 原 方 程 的 通 解 ， 我 们 称 这 种 解 方程 的 方 甘 为 
分 离 变 量 法 。 


例 1 解 方 程 
dy v1- 
dx v1—x* 
和 解 ， 分 离 变 量 ， 得 
dy dx 


I v1? 
对 方程 两 边 积 分 ， 得 
1 1 
| 一 入 dy FT 
一 3 aTC SinY 二 arc Si 区 十 蕊 
.= ssinfarc sinx+ 人 ©) 
一 S1nTfaTC sinx}cosC + sinCecostarc sinxy 
~x%cosC+sinCY 1 一季 ， 
例 2 解 方程 
dy XY 


2 一 一 


他 光一 和 
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对 方程 两 过 积分 ， 得 


1 x 
1 ( * 
(3ay I 
-—> ny = nl) tC 


为 了 便于 化 简 ， 令 C,= InC， 则 有 


Iny= 一 了 Ia(10 一 0) 二 InC (C> 0 ) 


一 af10 一 %2) 一 二 十 InC 
一 InCCC10 一 和 %2》 ~ £1 
水 一 世人 10 一 区 2 一 二 
问 ， 在 镍 分 离 变量 法 解 方程 时 总 注意 什么 问题 ? 
答 ， 在 将 可 分 离 谈 量 方程 


dy 
a — jj) 忆 (Cy) 


变形 为 
dy 
ECD 
且 将 方程 两 边 积 分 叶 ， 当 会 应 用 对 数 《 如 上 例 2，》， 这 上 时 ， 
在 通 解 中 出 现 的 常数 C 一般 来 说 是 不 能 为 零 有 的 ， 这 契 因 为 C= 
IinC 和 Cec . 

但 在 很 多 方程 中 ， 求 得 售 达 数 C4C 专 0) 的 通 解 时 ， 不 仅 
当 率 夺 0 时 成 立 ， 且 当 C = 09 有 时， 将 道 解 代入 原 方 程 仍 成 立 ， 
如 上 例 23， 当 C= 0 时 ，》= 二 0， 代入 原 卢 程 成 立 。 因此， 
在 应 用 分 离 变 量 法 求 得 含 厂 CCC 志 0) 的 道 解 时 ， 应 过 论 一 下 
C == 0 的 情况 。 如 果 当 CC = 0 时 通 解 仍 使 原 方程 成 立 ， 则 详 将 

C= 二 0 写 在 通 解 后 而 ， 
例如 ， 在 上 例 2 中 ， 有 通 解 
Y= — XY) = lu}, 


— dXhCXY, 
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当 C=0 时 ，?=0 仍 为 原 方 程 的 解 ， 
间 ， 如 何 应 用 分 离 变 量 法 解 下 列 方程 ? 


Cy— XxXy =aty + ys 
dy 一 下 中 
42) 一 外 7 


(C3)xydxt+ (x:+1)d y=D; 
(C4)dx+xydyt yidx= ydy， 求 x=2, yy 二 一 1 时 的 特 解 ， 
答 : 一 般 地 ， 在 应 用 分 离 变量 靶 解 可 分 离 变 量 的 方程 时 ， 需 首先 
对 方程 进行 必要 的 整理 ， 将 其 整理 为 标准 形式 ， 然 后 再 解 。 另 
外 ， 有 些 方程 常 可 应 用 一 些 * 技 巧 ? 以 简化 计算 ， 
解 ，〈1》 整理， 得 
dx 47 
tix yl—ay) 
5 
-加 )as. 
将 方程 两 边 积分 ， 有 


J 
ay—1 


In =]n(rw+ XX) + nC, 


4 
ay—1 
当 刀 一 0 时，? 一 六 仍 是 原 方 程 的 解 ， 
《2 将 原 方 程 变形 为 ， 
10*dx—10-4y= 0. 
根据 多 元 函数 全 微分 概念 ， 有 


一 七 (KE 十 人 ) 


TO 十 工作 

nn 
~ 10+10 = (C=COIni0). 
《3 )》 整理 ， 得 

dy 一 % 

了 了 Pe 
将 方程 两 边 积 分 ， 有 
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lay == (e+) + ln 


>» lnytlnv w+ =InC 
>» layv RT =lac, 
IY tli=C. 
当 忆 一 0 持 ， 之 一 0 仍 是 原 方 程 的 解 。 
“4) 整理， 得 
人 十 vdrt xv AyD 
dx ydy 
多 一 荆 1 二 342” 
将 方程 两 边 积 分 ， 有 


In(x—D)=—3la(l+y)+InC 


-> lnftx— DV i+y J=lnC, 
.。 得 通 解 
(3 一 1) 1 +y:=C, 
将 * 上 一 2，234 一 一 上 代入 通 解 中 ， 得 
《2 一 JJ)w 1 二 (一 1 一 已 
> C=w2， 
“和 潢 是 初始 笨 件 %* = 一 2， 二 一 1 的 特 解 为 
(Xx— 1 1 += 2, 
向 : 如 何 解 下 列 方程 ? 


(1)y'=sin(2+x);} {2 )y i er" 


管 : 我 们 分 析 所 给 方程 会 发 现 ， 经 过 疝 理 ， 原 方程 可 变 为 方程 抹 


端 仅 是 * 的 函数 ， 方 程 左边 为 函数 对 “的 导数 ， 即 为 
dy 
He 


yO 


= (TE) 


对 方程 两 边 同 时 积分 ， 即 可 求 得 通 解 : 
7=| 二 


‘dy 
解 : (1T) ”x 


对 方程 二 sint2 二 %) 两 边 积 分 ， 得 
VY =|sin(2+ 区 ?下 区 十 让 


二 一 Cos(2 十 区 十 世 ， 
‘2 ) 将 原 方 程 整理 为 


=> dy= (T+4er)dx, 
对 方程 天 边 积分 ， 得 - 
y = 上代 二 +e9ax+C 
一 ]zX% 十 Br 十 人 
问 ， 质量 为 1 克 的 质点 受 力 作用 作 直 线 运 动 ， 其 中 力 和 时 间 成 正 
比 , 且 和 质点 运动 的 如 度 成 反比 ,在 上 = 10 秒 时 , 建 度 2 一 50 砷 米 / 
秘 ， 力 为 4 达 困 ， 问 从 运动 开始 经 过 1 分 钟 后 的 速度 是 条 少 ? 
答 : 《1) 建立 方 种 ， 确 定 初 始 条 件 。 
首先 根据 条 性 和 力学 公式 去 布 列 含有 速度 v 的 微分 方程 


二 请 三 ( 户 为 常数 )， 


fy 


WW P=ma=—m Hn=1., 
可 得 方程 
td» 
at — 只。 


其 中 初始 条 件 为 ， 芋 一 10 种 ，* 一 60 十 米 / 种， 百 二 4 达 内 ， 
《2) 解 方程 
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下 一 大寺， 
起 


区 当 皇 二 10 秒 有 时，9 = 二 50 厚 米 / 秒 ， 玉 二 4 过 因 ， 
则 ”下 二 20， 


、 du _ nt 
康 廊 程 为 : 0 
-> yay 二 20tat. 
对 方程 两 边 积 分 得 通 解 : 
| wy =(20tdt 


> 二 20 二 
《3 ) 求 特 解 
当主 一 10 时 ， 也 一 50， 
则  C 一 500， 
“符合 条 件 的 特 解 为 : 
oz 一 20 引 十 590， 
vr 20F+500 。 
故 当 上 三 人 0 种 肝 ， 
v 一 v20x60T500=:269.3cmy 种 。 
问 ， 如 图 6 一 1 所 示 的 RC 充电 电路 ， 芝 开关 发 合 上 ,电容 C 上 的 电 
压 为 me 一 9， 如 何 求人 合 上 后 ae 的 变化 规律 ? 
答 : (1) 根据 电工 学 定律 建立 含有 wc 的 微分 方程 ， 并 确定 初始 
条 件 ， 


图 6 一 1 


设 电 阻 六 上 的 电 扑 为 wz， 电荷 量 为 @， 电 六 为 ?， 了 时间 为 六 
则 根据 通路 电 攻 定律 可 知 ; 
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2 十 一 加 
HG=Cae， 


= RA ff Eee 一 RC dre 
£ ut at “ 


国 此 得 到 含有 ttc 和 变量 为 时 间 1 〉 的 微分 方程 ， 


RC 十 人 一 五 ， 


[是 tg = R= 


县 初始 条 件 为 : He so 0 。 


《2 ) 解 方程 
上 还 方程 是 一 个 可 分 离 变 量 的 方程， 整理 得 : 


RCSe Ege 


at 
Rc _ Ht 
” Ew RC 
对 方程 两 边 积分， 有 
Ee 1 RC 
—» —ln{F—e) = th (为 任意 常数 )， 
ft 
-> In (FE-ge) = - (+) 
1 
-总 + 本 
一 E—H#oe= 8 
_, 
KO 
5 晶 扫 一 皮 | 


—ke (R=e- Ri), 


下 


Re 


得 通 解 为 : tte = EO— ke 站 
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《3 》 求 特 解 : 
当天 一 0 时 ，t#c= 一 0， 
0 =E— ke = 
> FF=k,， 
… 得 到 和 罕 会 条 件 的 特 解 为 ; 


He=E—Fe Re 
“El(l—e Rc ). 

问 ， 如 图 5- 一 2 所 示 ， 一 曲线 过 点 〈2,3)， 且 曲线 在 两 坐标 轴 间 企 
意 切 线 线 段 均 被 切 点 所 平分 ， 如 何 求 曲 线 的 方程 ? 

答 : (1) 首先 根据 条 件 和 儿 何 定理 去 建立 含有 曲线 来 知 解析 式 
的 微分 方程 ， 且 确定 初 y 
始 条 件 ， {0 y-y 

设 曲 线 方程 为 y= 
(%) ,初始 和 茶 件 为 ，/ (2) 
一 3. 

在 曲线 Y= (x) 
土 任意 一 点 (%, 4 处 的 
切线 钳 率 为 = 

切线 方程 为 : 9 

区 一 区 一 和 (一 名 ) 图 8 一 2 
= PVR= yy 
> 2 3 一 了 

YY% JJ 一 YX 
因此 ， 切 线 在 * 轴 与 少 轴 的 截 距 分 别 为 
JI 与 yy 一 yx 图 6 一 2) 。 


0 
局 《区 ， 少 ) 平分 过 该 点 的 两 轴 癌 的 切线 段 ， 
yx VY 
出 一 0 和 J 2 和 
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即 34Y 和 一 少 十 生 拓 24 一 少 一 学 各 
一 2 和 和 一 2 


《2 ) 解 方 程 ; 
ln(xy)=1nC, 
XY 二, 
《3) 求 特 解 : 
2 一 了 
Wl2:3=C = C=6, 
a 所 求 特 解 为 : 各 一 上 


三 、 齐 次 方程 

， 首 么 是 齐 次 方程 ? 它 有 什么 特点 ? 
dy 

= y) 


中 的 国 数 / (% 2) 可 写成 寺 的 函数 ， 吕 


oy 

则 称 这 类 方程 为 齐 次 方程 。 

者 次 方程 的 最 大 特点 就 是 ， 经 过 必要 的 整理 ， 方 程 可 化 成 左 
湾 是 关于 4 的 一 阶 导数 , 右 湛 是 一 个 关于 私 的 函数 ， 

例如 ， 方 程 

(KYO— yA C(x:— 2% yd y= 0 

就 是 齐 次 方程 ， 这 是 因为 经 过 整理 ， 有 

了 8 个 号 


问 : 如 何 将 齐 次 方程 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 ? 
答 : 运用 变量 代 换 就 可 将 齐 次 方程 化 为 可 分 离 变量 方程 。 在 齐 次 
方程 


知人 国 


~ 
中 ， 令 时 本 册 


Vy 二 yt, 

两 过 对 %“ 求 导数 ， 有 
dy da 
dr 

则 原 方 程 这 成 未 知 晴 数 为 而 自 变 量 为 * 的 微分 方程 
时 十 车 a = 

~» 4% (4) 1 

> dx A% 


PHI—H 
这 是 可 分 离 变 量 方程 ， 对 方程 两 端 积分 得 出 关于 # 的 通 解 ， 


| 9 a < iu 一 人 ax. 


最 后 将 4 二 广 代 人 ， 就 可 得 到 原 方程 的 通 解 
问 ， 如 何 解 下 烈 各 济 次 方程 ? 


ry J ， = 
(1)y +tgy ， xsiny. y= 
jy ~ Eg Co) xy xsiD> 了 一 个 ; 


| Cy ted oxy gy x - 哩 -7= 2 vw xy ， 


答 ， 我 们 可 按 下 面 步 又 解 齐 次 方程 
， 将 方程 整理 成 标准 形式 ，- 人 =e (之). 


条 


| 2 。 念 对 = 去， BY 一 x, 


3 。 将 -5 芋 一 w 十 4- 及 # 一 学 代 人 原 方程 并 将 原 方程 
整理 成 可 分 离 变 各 的 方程， 

4 。 解 方程 ， 并 将 w = 却 代 回 。 

解 : (1)' 方程 本 身 就 是 标准 形式 ， 


. _y ay _， dt 
" 令 4 一 富生 有 + 3 
则 原 方 竹 变 为 ， 
朵 十 -9 人 = + teas 
, x du 
区 trr 
各 DS 
-> = ctpadar = dn 
Si 了 天 
解 得 
lnx*=lnsing + lnC, (CY> 0 
pp 
sin 


> 一 Csin 之 。 
x 


《 2 ) 方程 两 边 同 除 以 *， 将 原 方程 整理 为 ， 


Ay 一 sin ~ 二 十 ~ 
dx 


下 
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令 % 一定 ， 且 有 -5 了 dy n+ x 
训 原 方程 变 为 ; 


要 . 
如 十 Xe = S10 十 牙 


dx 
— dg x 
S511 
.， 解 得 
Intg 本 一 inaz 十 InC， (Ci 0) 

如 
- 一 全 
下 tg 区 
—» tg 


当 C = 0 时 ，2》= 0 仍 为 原 方 程 的 解 。 
《3 ) 原 方 程 可 整理 为 ; 


dy 
dx 2 
x 
_ J ed ds 
令 二 让， 且 有 一 二 = 十 此 qo 日 
砷 原 塘 程 变 为 
dr 1 
了 dx 从 一 下 
好 下 ff 
Fr +:— 1 
-人 人 下 下 2 
他 x 
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之 (1 一 二 du=- 
解 得 
Ht— lnw=inx+Ci 
出 ! In(xw) = +t 


> YY 一 LE {C=er!), 
当 C = 0 时 ，2= 洋人 仍 为 原 方 程 的 解 ， 
C4) 愿 方程 可 整理 为 ; 


多 dw 
则 原 方程 蛮 为 ， 
Wo， 
dx 
1 
即 A 一 


x OO) 
对 方程 两 边 积分 ， 有 
和 从 -全 0 半 - 
区 2 (Ww 一些) 
仿 忆 二 上 


iaf 
一 一 > lni =| FF 


之 ”lnX% 王 一 Infl 一 上 十 IaC ‘(C2> 10) 
> Inx(l— =lnC, 

”XY 中 ) 一 三， 

BN x xy 一 性 
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四 、 一 阶 线 性 方程 


问 ， 什么 是 一 阶 线性 微分 方程 ” 它 有 什么 特 操 ? 
答 : 形 刀 
十 天 (一 总 人) 

的 方程 称 为 一 阶 线 性 微分 方程 ， 

这 类 万 程 有 两 个 特点 : 

《1) 方程 中 仅 含 了 对 * 的 一 阶 时 数 或 做 分 )。 

(2) 未 知 国 数 了 和 和 的 导数 《或 徽 分 〗》 都 是 一 次 的 ， 芭 所 
旋 是 线性 的 。 


例如 ， 方 程 
dy 22 六 
说 区 vrei™ +t) ’ 
VJ 二 8”, 


2 OY 
CDS YT 二 Y=tovrr 
dx J 


部 是 一 阶 线性 微分 方程 。 


而 方程 
dy 1 
Ax: + pd 
一 天 一 1 时 
就 不 是 一 阶 线性 微分 方程。 


器 ; 什么 是 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 ? 它 有 什么 特点 ? 
答 : 一 阶 线性 微分 方程 


dy _ 
Tr TAX) YEO LY) 


当日 (%) = 二 0 时 ， 称 为 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 。 即 称 方 税 
OY + PW y= 0 
[i 

浆 一 阶 线 性 章光 微分 方程 ， 
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例如 ， 下 列 方程 部 是 一 阶 线性 齐 次 徽 分 方程 : 
并 
~ 十 ER 二 0， 
dy 
re 

综 上 所 述 可 以 看 出 ， 一 阶 线性 齐 深 微分 方程 的 最 大 特点 是 
Q(x)}= 0. 

人 在 一 阶 线性 微分 方程 中 ， 癌 Qt2) 半 0 ， 则 称 该 方程 为 非 齐 
次 的 。 骨 显 可 以 看 出 ， 每 一 个 一 阶 线 性 非 齐 次 方程 都 叭 一 对 应 
着 一 个 一 阶 线性 齐 次 方程 。 

例如 ， 下 列 一 阶 线性 非 齐 次 方程 


一 昌 和 


dy 2 3 
A 2 
mR w+1 ‘x%+ 1) 


光一 和 二 6 


COsi% 9 | y=tgx, 


所 对 应 的 一 附 线 性 齐 次 方程 为 


dy 29 -0 
dx wri ， 


yy 二 0， 


cosiw-9Y + yy 二 0， 


应 该 注意 的 是 ， 一 院 线 性 非 齐 次 方程 的 求解 是 建立 在 一 阶 线 
性 齐 次 方程 求解 的 基础 上 的 ， 
问 ， 如 何 解 一 阶 线 性 齐 次 方程 ? 
签 ， 明 粥 可 以 看 出 ， 一 阶 线性 齐 次 方程 
SY +PWy= 1 
是 一 个 可 分 离 变量 上 方程。 应 用 前 面 所 讲 的 方法 ， 有 : 
Y= Pd 


对 方程 两 边 积分 ， 有 
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Ja 一 一 - IP edaxt+t Ja C0) 
yo ~ {Pvax 
这 就 是 一 阶 线 几 卉 次 方程 的 通 解 . 
例如 ， 解 方程 ，Y' 一 Y= 和. 


。 dy 
解 ; 和 dx 一 多 
有 dn 


对 方程 两边 积分 ， 有 
Inv=xtlnC (C0) 
=Cer, 
当 C = 0 时， 二 0 仍 为 原 方程 的 解 。 
又 如 ， 解 方 积 。-9 了 一生 一 


多 多 十 ] 


对 方程 下 过 积分 ， 有 
] 卫 y 一 21a(X 二 1) 十 Jttf 《CC 有)， 
及 一 世人 十 二 3 
当 C = 0H 肝 ，* = 二 0 仍 为 原 方 程 的 解 ， 
问 : 什么 是 “常数 变易 法 ”? 
答 : 容易 看 出 ， 一 阶 线性 非 齐 次 方程 
十 已 (的 和 一个 (从 (OED) 
不 是 可 分 绩 变 量 方程 。 固 此， 我 们 不 可 能 用 分 离 变量 的 方法 
解 一 | 


但 自 于 -全 + PY)y= Q(X), 
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2 dx— Plxydx, 


YY J 
对 方 竹 两 边 积分 ， 有 
ny 一 人 人 ax 一 {Pcax. 
显然 ， 上 式 右 汕 第 一 个 积分 中 含有 未 知 函 数 ， 因 此 ， 这 个 
积分 不 能 直接 计算 ,但 是 由 于是 的 函数 ,所 以 全 也 是 % 
的 函数 ， 且 共 积 分 结果 必然 也 是 # 的 函数 ， 我 们 虽 不 知道 这 个 
六 数 是 什么 ， 和 但 不 妨 先 设 为 stx*)， 妈 
Iny=0(%)— {P(A 
> y=e (oaz 
err) og Per 
令 x(w] 一 ex， 则 有 


~ pdr 本 个 


y=u(x)e 
这 就 是 上 述 方程 的 解 ， 只 是 #at#)》 是 个 未 知 国 数 。 
我 们 知道 ， 每 一 个 一 阶 绕 性 非 章 次 方程 痢 对 应 一 个 一 阶 线性 
章 次 方程 


SY +P(W)y 0 ， 
和 
而 且 这 个 齐 次 方程 的 通 解 为 
y=Ce-iPadx 《CC 为 任意 当 数 )， 后 ) 


比较 由、 四 两 式 可 以 看 出 ， 如 果 将 与 一 阶 线性 非 齐 次 方程 相 
对 应 的 一 阶 线性 齐 次 方程 通 解 中 的 任意 常数 C ， 换 成 一 个 未 知 
的 销 数 w(%)， 便 可 以 得 到 一 阶 线性 非 彰 次 方程 的 解 。 
这 种 把 一 阶 线性 齐 次 方程 通 解 中 的 常数 变易 为 待定 函数 #(2) 
的 方 蕉 ， 我 们 称 为 “ 贡 数 变易 站”， 
何 : 如何 用 “常数 变易 法 " 解 一 阶 线 性 非 齐 次 方程 ? 
管 : 应 用 “常数 变易 蓝 ” 可 设 一 阶 线性 非 齐 次 方程 
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p(w) y=00%) 
i 
的 通 解 为 
yn(x)e J A 外 
FPF 有 只 要 求 出 未 知 国 数 w (x)， 就 可 得 到 原 方程 的 通 解 了。 为 
了 求 出 wt%)， 我 们 对 上 式 山 起 求 导 有 : 
= (x)e -Playdx pegya(txye JP @ 
将 中 ， 久 两 式 代 人 原 方程 中 ,有 
[ge Cw) | Pa — Plx)wu(xY)e -Perydr | 
+ Pv)a(w)e Has = OCxy 
= a (we -ep — Plxyatx)e jr: 
+ POOH - fperyde 
= x) 
az) Ox) ele 
对 上 谍 两 边 积 分 ， 有 
HY =|Q()e jee)ax 十 已， 
出 于 Px) 、Q(%) 是 原 方程 中 的 已 知 玫 数 ， 所 以 (x》 是 六 
定 可 以 求 出 来 的 ， 这 样 就 得到 原 方程 的 遂 解 ， 


y= w(x)e looae 


=[ {0 [ptryax dx + Ele- lr 
Ce Par sg ~|Pe) dx foeco。 f perydegy, 


向， 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 有 什么 特点 ? 
答 ， 我 们 已 经 知道 ， 一 阶 线 性 非 齐 次 方程 


dy 
TX YY) 


的 通 解 为 
yaCe {Pde Fe- Pcas {ee [pndr ga. 
明显 可 以 大 出 ， 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 由 两 部 分 组 成 ， 
(1)Ce ?co5de ， 这 正好 古 与 一 阶 线 福 非 齐 次 方程 相对 应 的 
一 阶 线 性 齐 次 方程 + PNY= 0 的 通 解 ， 
(2)。 Le Joe ed 刚好 是 一 阶 线性 非 齐 次 方 


程 的 一 个 特 解 ， 只 要 令 避 一 0 就 可 得 到 ， 

一 阶 线性 非 齐 次 方程 通 解 的 这 种 结构 ， 实 际 上 是 -- 场 线性 方 
程 所 共有 的 。 在 下 面 学 到 二 阶 肖 系数 非 齐 次 方程 时 ， 共 通 解 也 
具有 类 似 的 结构 . 

问 ， 如何 应 用 “常数 变易 法 "和 解 下 列 各 方程 ? 


5 
-xz dy 2y _ 2， 
(1)2 Ty=e "y (2 07 xd {x+ 1) 
‘3 )cowx 9Y + y=tgx} 
(x +y-e=0, 由 =6b. 
x=2 


答 ， 综 上 所 述 ， 我 们 实际 上 已 经 得 到 了 一 阶 线 性 非 齐 次 方程 


Ay 
3 t+ Pix y=0(x) 


的 还 解 公式 ， 
P= 一 fpexyax Fe ptryas 1ocos Trovargy 


所 以 ， 只 要 我 们 牢记 这 个 公式 ， 且 将 方程 牧 理 成 标准 形式 ， 
谁 确 地 找 出 了 P(x)、Q(x)， 则 利用 上 述 通 解 公 式 ， 就 可 家 接 求 
出 通 解 ， 

但 由 于 一 和 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 公式 比较 复杂 ,不 易 记 忆 ， 
而 且 掌 担 “常数 变易 法 ”的 思想 又 非常 重要 ， 所 以 ， 有 时 我 们 并 
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不 提倡 读者 抑 记 公式 ,而 是 强调 条 握 "党 数 变 基 法 的 整个 思想 ， 
这 就 需要 大 家 能 熟练 应 用 "常数 变易 法 "去 解 方程 。 

访 用 “常数 变易 守 ” 解 方程 的 步 又 可 归纳 为 下 面 六 步 ; 

] 。 将 方程 整理 成 标 惟 形式 ， 


Ry - 


， 解 出 对 应 的 - 阶 线性 齐 次 方程 -5 + P(X) y= 0 的 通 解 ， 
woCe -Pod . 

3 。 进 行 常数 变易 ， 设 原 方程 通 解 为 : 

y=uy(x)e [pind ， 


且 有 -9 二 -focxydr ~ {Podxnu()e — [ptxyax . 


-将 3》 与 -5 > 代入 原 方程 求 出 #(%)， 


1 (X) =|0%)e oe 
*。 求 出 着 方程 的 通 解 : 
y= -J Pesyax 
,fprdr [ {Qe [Pedxgx 4 CY. 


6 。 求 特 解 ， 
下 面 我 们 分 别 用 丙种 方法 解 上 面 四 个 方程 ， 
解 : (1 )”… 与 方程 


day 


grt VSB 
相对 应 的 一 阶 线性 齐 次 方程 为 
二 一 0， 
dy 
ll a > 
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dy dx, 
J» 

,lny=— [ad 
一 了 一 Ce 
仿 原 方程 通 解 为 ; 

y= ", 
“» SY (We —u(N) 
代 人 人 原 方 程 ， 有 
CRE IN) ET (Ne =e", 

叫 ] 好 人 上， 
一 十 忆 
收 。 原 方 程 通 解 为 : 


条 一 强攻) 有 
=e "(Xt CC) 
Xe + Ce 
(2)' 与 原 方 程 相 对 应 的 齐 次 方程 为 ; 
dy 2 一 
RR j++ : 
dy _ 2 
且 ix XH 
dy _ 2 
> 


,lIny=2ln(x+1)+lnC 
> y=C(%+1)”, 
令 原 方程 通 解 为 : 
y=(x) (十 7) 


"dy 
” ax 


代入 原 方程 ， 有 


WN) 一 《和 十 1) 至， 


a NY E+ 28( 十 1) ， 
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2 
,~ (区 = 全 (Xt+1) 2 + 人 心 ， 


… 原 方 各 的 通 解 为 ; 
3 
3 一 (TD 入 人 e+ + ] 


9 
= 这 (x+1) 1 CTF1)?, 


(3) 原 方程 可 化 为 ; 


dy » ,tgx 

性交 COI: 省 COS" i 

上 p(t)=—— OX) 一 tax ， 
COS TS 和 


代入 遂 解 公式 解 得 通 解 为 ， 
=8 -Sea Noe rg tc | 


e RE Wr dst | 


us GDs5 


下 {BX ae 十 c| 


em0S ”和 


=e mT ftexe'rrad ttex} + 0 
=e- mC (tex—1)emt 0 
= (tgx—1) + Ce ss, 

《4 ) 原 方程 可 化 为 : 


(2%) 一 去 ， 0Q(%)= 所 ， 
代 大 通 解 公式 解 往 遂 解 为 
y=e- ?sa [fewe JPcoeargs 4 0 ] 


一 1 Tt 于 工 ， x 
i es sr) 
2 
一 [从 orex+c] 
注 


es [seesc ) 


一 工 (er 
各 
> | =0, 
1 ，。 
b=—(ett) 
三 


一 有 一 6 
原 睫 程 特 解 为 : 
_1 a a 
J = 地 ( 吧 十 ex] 


一 上 十 Ab eo 
呈 Ee 
间 ; 如 围 6 一 3 所 示 , 在 RRC 申 联 电路 上 接 有 交流 电源 C = 上 msinwt， 
如 何 求 开关 长 闭合 后 ;电容 器 上 电压 uc(#) 随 时 间 变 化 的 规律 ? 
其 中 心 一 0， 


1:=0 


等 : (1 ) 首 先 列 出 以 wc( 丰 为 未 知 函 数 的 方程 。 根 据 殉 希 者 夫 定 
律 可 知 : 


tn go= En Sinot. 


. . de 
RT Pi, Hs=0 “i 


可 得 方程 
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RE tue= FSinwt 


i 
dare 1 
= a RE 二 ?fi 二 Ts -Snwt, 
初始 条 件 为 ， Tie a 0) 本 
《2 } 解 方程 ， 


这 一 了 线 守 非 放 次 方程 ， 量 


令 


得 


P(D) = 0(f)= 


™ int, 
起 


wc= oe 0 1 OQ(Eye jeod qr4 0 | 
| 四 1 和 
一 e 总 [sin | Re dt ] 
-~ _ E _ 
一 KC "on wire rc ; 
g [人 sm 二 ] 
a = Be， 8 二 w， 则 根据 积分 公 
人 esineta= 人 + Cs 
到 道 解 ， 


£ 
ee Ref_En pr Re Sinot— RCwcoswt 
eT [ FC “ 上 十 【下 全 加 十 Ca 


nn 一 


1 
C0 ROTE, Snot— ROwcosot 
1+ (RCw)Y: " 


(3 ) 求 特 解 ， 


D = 加 RC EF SiNwm0O — RCOocosmnf 
™ 1 十 【王仁 各) 
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一 AiCm 


一 对: 十 五 。 ] 十 CREe)Y 


Fd | 
] + (RCm):" 
得 到 原 方 程 的 特 解 : 


EsRCo “RE Em 
1+ RCow)? 1 CRCOY: 


则 有 C; 一 


0 二 ya Sinot™ -下 LDPECOSOE , 


可 ， 设 一 容器 内 原 有 100 公 升 盐水 ,内 含有 盐 10 公 斤 ， 吏 以 3 公升 / 
分 的 速度 注 人 0.01 公 斤 /公升 的 淡 盐水 ， 千 时 以 2 公升 /分 的 束 
度 抽 出 混合 均匀 的 盐水 ， 如 何 求 容器 内 盐 量 的 变化 情况 ? 

答 ， 解 决 应 用 问题 的 关键 在 于 正确 分 析 变 量 之 间 的 内 在 联系 ， 布 
列 方 程 。 对 于 物理 ， 儿 何等 问题 ， 我 们 可 以 根据 有 关 的 物理 、 
几何 公式 烈 方程， 但 对 本 是 则 无 公式 可 以 依据 ， 下 面 我 们 应 用 

“ 微 元 法 " 布 列 方程 ， 

大 家 在 定 积分 应 用 中 已 经 熟悉“ 微 元 法 ?了 ， 利用 微 元 法 布 到 
方程 的 基本 步 允 为 ， 确 定 直 变量 ， 取 微 元 ， 分 析 变 量 在 微 元 内 
变化 的 情况 ， 找 出 等 是 关系 列 方程 。 

1 ， 利 用“ 微 元 法 " 列 方程 ; 

根据 本 题 条 件 可 取 时 间 ; 为 和 变量 ， 容 器 内 含 热量 设 为 0(D)、 

下 面 将 研究 容器 内 含 盐 量 6(:) 的 变化 情况 ， 列 出 以 Q(t) 为 
未 知 函 数 的 微分 方程 ， 

为 此 ， 取 时 间 的 微 元 &t， 在 区 间 [& t+ af 上 分 析 容器 内 
扑 的 改变 量 40， 

因为 容器 内 盐 的 改变 量 一 注入 盐水 中 的 含 扑 量 一 抽出 起 水 中 
的 含 掉 其 ， 

又 因为 在 时 间 间 脏 dt 内 ， 注 入 水 的 含 搜 量 为 ，0.01 x 3 x i 
让 本 的 朗朗 为 ,50 全 涛 从 在 呈 内 
盐水 浓度 不 变 ， 则 抽出 盐水 中 含 盐 量 应 为 


402 


0 
100 十 《3 一 2 


在 在 间 隔 内 有 : 
dO0=0.01 x 3 xdat— 
即 得 到 方程 


CF 


rr- pf 
100T C3— 2s * 


2 人 (及 
100+¥ 
… 当 上 一 0 时 ， 含 盐 攻 为 10 公 斤 ， 

"得 到 初始 条 件 ， QC(0)=10， 

2 。 解 方程 ， 

显然 ， 我 们 得 到 的 方程 是 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ; 


A 20 一 0.03。 


中间 一 站 03 一 dt 


| dt 100+t 
村 应 的 齐 次 方程 为 ， 
dN ， 2 _ 
dt rio ™ ? 
zf 2 
一 a 
0 100 +3"! 
> in0g=—2in(100+ 四 + 
C 
0 TD 
令 原 方程 解 为 : 
_ w(t) 
4= C100 + £2? 


代入 原 方 程 ， 有 
wt) 2 2 0 
100 二 + 站 2 {100++ 2 Jo00+F (100+ 2 
> om0.030100+)? 
> =0.01000+DI + , 
原 方程 解 为 ; 
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全 
划一 Dil00 二 此 于 -一 一 一。 
《人 ET 


3 。 求 特 解 : 
QC0)=10, 
C 
10=0.01 x 十 一 一 一 
Doix 100 T1007 


—> C=Ix10, 
容 司 内 趟 量 的 变化 规律 为 ， 


QE) =0.01(100+6) + — 10. 


(100 于 办 2。 


五 、 册 努 利 方程 


问 :， 和 守 必 是 贝 势利 方程 ? 贝 势 利 方程 与 一 阶 线 性 方程 有 什么 联 
系 ? 
葡 : 形 如 ， 


E+ PY) (n 夺 0,1) 


的 方程 称 为 贝 努 利 方 程 ， 


dy 一 


当 %w 二 1 峙 ， 方 程 为 一 阶 碾 性 齐 次 方程 ， 
y+ CP(x) ~ Q(x)Iy=0., 
当 # 专 0，1 时 方程 不 是 线性 的 。 
但 荐 ， 贝 努 利 方程 与 一 防线 性 方程 有 着 密 访 的 联系 。 我 们 可 
以 通过 变量 代入 ， 将 由 努 利 方 程 转化 为 线性 方程 ， 
将 贝 努 利 方程 的 两 端 除 以 X””， 有 有 


nn RY 1 一 用。 
人 + Pixwy QC)., 


40# 


容易 看 出 上 起 左 庙 第 一 项 与 -和 (2 只 莽 … 个 常数 办 


子 1 一 天 ， 
时 令 zz 二 J ， 则 有 
Ha pv dy 
dx MY 说 六 
我 们 若 用 1 一 % 莱 以 方程 
yt Pr) yr "= 
的 两 端 ， 有 


(Dy "+ (1—nPix) yo (OY), 


2 


一 


+ tt]—n) Pix)z= (1—n) Ow). 


这 旺 然 是 舌 于 新 讼 最 :的 阶 非 齐 次 线性 方程 , 求 出 方程 的 遗 解 
后 ， 将 x=" 代 回 ， 就 可 得 到 原 贝 努 利 方 科 的 通 解 ， 
问 : 如 何 解 下 列 者 贝 努 利 方 程 ? 
(1)92+1 y= (2) ry 
CI)y — xy XxXy = 人 0; (43x3 Ti yo ynx=0. 
答 ， 我 们 可 以 应 用 变量 代 换 方 灶 将 贝 努 利 上 方程 转化 为 一 阶 线性 方 
程 ， 然 后 求解 
应 该 注意 的 是 ， 知 所 给 方程 不 是 员 努 利 方程 的 标准 彤 ， 则 应 
先 将 方程 整理 为 标准 形 : 


dy _ 本 
+ PX YO) . 
解 ， C1 到 一 6， 刚 
设 3 一 小 


< 一 六 一 时 dy 
ee dx “ 
dy ___ 1 dz 
i 3 8 和 


凤 方程 功 : 


上 ds 1 二 而 
——Y 二 一 二 XY 
5 dx x 
1 dg 1  _: 
-> CG 
3 此 和 
> 1 ls 
与 所 
2 5 ~ 
= 一 一 8 二 一 BX, 
区 芝 


利用 求解 公式 ， 有 


(1 三 了 —dx 3 
;于 [cr。 j> dx | 


1B 


8m — EE 


=CC— 5 ws 
—x° CC— 5[% Rey 


=* [c+ 2 | 


8 
2 


将 z 一 YY 一 5 代 回 ， 得 原 方程 进 解 ， 


5 


二 
> 2 


车 
本 


(2 ) 将 原 方程 两 端 除 以 ?二 ， 得 
本 dy Vy, 
YY A 1 一 ” 
今 z =wy， 原 方程 变 为 
dz Xa 
dx | a 2 


利用 求解 公式 ， 有 
xelx 
加 -全 [ce 十 
1 
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i 


x 
2 Ix | 


ntl- xr x -lontl- x ] 
二 可 
[5 + 人 已 
1 1 
= (1— Xx)+ [c + 人 一 *) dx | 
1 3 
一 _ 1 a 可 ] 
= (1 x) [c (1 


将 * = 二 YY》 代 回 ， 得 原 方程 通 解 ; 
1 1 
2 = 一 地 (lx (1— x) 4 


《3 ) 将 原 方程 整理 为 标准 形式 ， 


-3 一 
令 :=4 和 1， 则 原 方 程 变 为 ; 
-2 十 32 一 一 光 。 


2 -| Q Ye (C 了 一 xax dx | 


将 z= 二 3 代 回 ， 得 愿 方程 通 解 ， 
_ 32 


-1 1 ” 了 
= 一 上 一 二 Ce 。 
人 和 


(4) 将 原 上 方程 整理 为 标准 用 式 : 
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令 z = 元 ， 则 方程 变 为 : 


dz 1 。 
A 


ej [c- 环 = 必 信 ax| 


一 er [ c 一 全 eds | 
东 


-[c- 攻 =] 


=x[ C+ 去 (las+ | 
=tCxXTrInxt1. 
“. 可 得 原 方程 通 解 ， 
Vi=Cx¥+ lnx+i+1, 


六 、 全 微分 方程 


问 : 什么 是 全 微分 方程 ? 
签 : 有 了 时 我 们 会 遇 和 到 形 如 
SY =f (% y) 
的 一 阶 微分 方程 。 为 了 方 恒 ， 常 将 这 类 方程 写成 
fx, WAax—dy= 0 
的 形式 。 这 种 方程 的 一 般 形 式 为 : 
Plx, VAxXT OX WRAY 0. 
妇 果 方程 的 左 端 是 某 一 个 二 元 国 数 w(2, 42) 的 全 微分 ， 即 
du, VY) = Px, WAX+T OUX, VGY, 
财 称 该 方程 为 全 微分 方程 
此 时 ， 原 方程 为 ， 
408 


dnt%, y= 0,， 
很 据 侈 微分 的 意义 ， 可 得 
wy 二 C 《(C 为 任意 带 数 )， 
这 就 是 原 方程 的 遂 解 。 
储 如 ， 方 程 
xAdxi yay= 
就 是 一 个 全 微分 方程 。 这 是 因为 方程 左 问 是 陪 数 tw ) = 
广 好 + 地 ?的 全 微分 。 


1 + 1 y= 
2 2 ! 


> VyV=C (C=20) 
问 ， 如 条 判断 某 个 方程 是 徊 为 全 微分 方程 呢 ? 
答 ， 首 千 我 们 应 将 方程 整理 为 标准 形式 
Plx, YAax+ Ox, ydy= 0, 
热 后 ， 检 验 一 下 P(%, 人 与 02 在 某 个 矩形 区 域内 是 否 连 
续 可 微 ， 最 后 ， 验 证 是 任 有 下 述 等 式 成 立 : 


如 果 章 式 成 立 ， 原 方程 为 全 微分 方程 ， 否 则 就 不 是 全 微分 方 
例如 ， 和 判断 方程 
(wens y+ cosx) yy — ysinr+ siny= 0 
是 否 为 全 微分 方程 ? 
解 ， 和 将 原 方程 整理 为 
{— 多 Si 和 十 siny) dx + (Xecosy+ cosx}d y= 0, 
P(x, 3H} = — ysins+ siny, 
OX, VY)=XcoOs y+ cos, 
且 (%, 2 与 04%, Vy) 在 整个 平面 连续 可 微 ， 
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久光 sieteosy= 2 9 
原 方程 为 企 微分 方程 。 


问 : 如 何 求 全 微分 方程 的 通 解 ? 
答 : 当 一 个 方程 是 全 微分 方程 时 ， 我 们 可 利用 下 述 公 式 求 方程 通 
解 : 


y 
ww, 9)=| D(X%, PF)TX+ 人 Ox 一人， 
| nn 
9 y 
或 at 3)=) Px, os 二 人 Qs WAy=C. 
Fo 


其 中 %o, 3n 是 茜 个 人 矩形 区 域内 选 定 的 点 时 (fo, yn) 的 举 标 ， 
应 该 注意 的 是 ， 成 人 C0, 50) 应 选 在 PL%，y)、QLx, w) 的 连 
续 台 做 的 区 域 起 内， 有 至 于 选择 哪个 点 为 了 M(xo, Yo)， 主 要 看 计 
算 方 便 ， 
例如 ， 方 程 
(XCOSY + COSNYI Vy — YSINE+ Siny= 0 
是 全 微分 方程 ， 且 . 
Dlx VY)=— Vsinxt sinv 
Ox, VW) — XCOSY COS% 

在 整个 半 面 内 连续 可 微 ， 我 们 可 以 利用 上 述 公 式 求 通 解 。 为 了 
计算 方便 ， 可 选择 坐标 原点 为 烤 (x， 2307， 即 攻 = 二 0，V4 二 人 则 
结 ( 苇 ， = {(— vesinxt siny dx (xcosy +t Ccosx}dy 

{0, 0 


， 
=| oz 十 | 《CDS YT COSEIAY 
0 0 


一 XiSiny 十 yousx, 


原 方 程 的 通 解 为 ; 


3YSiny 十 Vonst= 
综 上 所 杰 ， 解 全 微分 方程 的 步骤 可 轨 纳 为 : 
#10 


1 。 特 方程 管理 为 全 微分 方程 的 标 淮 形式 ,并 确定 Pi%,.Y)、 
D(x, %) 这 续 可 微 的 平面 区 域 C， 
2 。 检 验 


是 雷 成 江 ， 
3 。 在 G 内 选择 一 点 邮 (xzo Jo)， 并 根据 公式 


y 
2%, 2 一 人 了 各 ， 风 本 区 十 | Om, VY AY 
2 0 


t 


¥ 


或 d(x， 2 一人 PLX, ydzt+l OX, WAY 


Xn pn 
求 出 #(x, 4)， 从 而 得 到 原 方程 的 通 解 : 
Ht YP) = 


癌 : 如 何 求 下 列 各 方程 的 通 解 ? 
(C1)xydx+ G+ Edy~0 


(DNSx TIxy— ydxt (xy— xy + ydy=0; 
(3)erdxt+ (xe’— 2y)dy=0. 
答 : 我 们 可 人 上 问 归 纳 的 步 难 解 上 述 各 题 ， 


解 ， (11) Plx, VY) =Xy, 0 (%, 力 = 扩 + 睫 ， 


J 
什 整 个 平面 上 连续 可 微 ， 选 Co， Yo) = MO,1), 
P00. 
驻 ay BX 
{| 1 
(T= xvax + —a 
(ef be 
= + lnvy, 
履 原 方程 通 解 为 ， 
> 二 lny=( 
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C2) Plx, P=5%+ XY — Y™, 
QUx, VI NY 十 
在 整个 下 面 达 续 可 微 ， 选 (xo, Y0) 二 (0 ,0)， 


至 
1 YY) =| (BX XY Oe yA 十 | bi 
0 0 


EE 1 
= 
tT YY TY 十 了。 
原 方程 的 通 解 为 : 
Ny 十 BC, 


(C3) 7 Px, y=e, Ox%, y) = re’— 27y, 
在 整个 平 画 上 连续 可 微 ， 选 佬 (x 316) = 二 O00,0)， 


aP _ yy a0 
又 dy ° BX 


9 y 
HE(Y, » =| edxt | {xe— 2 ydYy 
0 
:一 范 二 和 8 一 其 一 入 
一 2 一 2 
项 方程 通 解 为 ， 


Xe — Y=. 


七 、 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 


器 ， 什 么 是 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 ? 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 有 几 


神 不 同 的 类 型 ? 


答 : 一 般 地 说 ， 二 阶 以 上 的 高 阶 微 分 方程 是 航 难 求 共通 解 的 。 但 
有 路 笠 殊 的 让 阶 微 分 方程 ， 可 以 通过 代 挤 将 它 转 化 成 为 较 低 阶 
的 方程 ， 直 全 转化 为 一 阶 太 程 去 解决 ， 我 们 称 这 些 商 阶 方程 为 
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可 活 阶 的 高 阶 逢 分 方 称 。 
可 隆 济 的 商 六 微分 方程 一 落 可 归纳 为 下 而 三 种 不 所 类 塌 ， 邯 
1 二 的 微分 方程 。 例 和 如， 二 2 一 Cosw; 
2 的 征 分 六 程 ， 例如， 十 NW 二 2% 
3 Y= 的 微分 方程 例如， 一 C907 二 0， 
问 ， 如何 解 y "二 (x) 型 的 微分 方程 ? 
答 : 讨 以 明显 看 出 ， 这 奖 方 程 其 有 上 下 述 转 点 ， 
(1) 方程 右 端 仪 为 自 变 车 % 的 鸭 数 J (%)， 
《2) 方 各 术 问 为 了 对 的 有 阶 蛙 数 ， 
这 样 ， 我 们 可 以 崩 这 次 积分 的 方法 降低 方程 阶 数 ， 直 至 积 # 
次 分 以 求 出 方 在 的 通 解 。 
例如 ， 解 方程 


一 上 2 一己 站 有 于 


+ 
解 ， 对 原 方程 和 一 次 分 ， 竺 


y= sinxtC, 
再 连续 积 二 次 分 ， 有 


站 


~ = eteowt Ost, 
| y= e+ sinw +t 3 C+ Cst Cs 
这 战 基 原 方程 的 通 解 。 
间 ， 如 何 解 y” = (x，y 型 的 微分 方程 ? 
答 ， 这 类 方程 的 特点 是 方程 左 端 为 3 对 ?的 二 阶 导数 ， 方 程 的 布 
| 问 不 含有 站， 
这 样 ， 我 们 若 设 3 二 Pp， 其 中 旋 为 * 的 梢 数 ， 则 


将 安 与 妖 代 入 原 太古 ， 就 得 到 关 主 x 利 去 的 一 阶 微分 方程 
p=7{x, pi, 
我 们 可 以 未 出 这 个 方程 的 通 解 ， 然 睛 再 对 基 积 -次 分 ， 扣 可 以 
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得 到 启 方 程 的 通 解 ， 
例如 ， 解 方程 (1 二 人) Y= 二 2%Y 
解 ， 设 7 二 加， 则 2 二 六， 
原 上 方程 为 ， 
(1+ %)p =2%p 


两 迪 积 分 ， 有 
lup=ln(tl1+x +lnC, (tC 0) 
p=C(1+ x), 
VY 二 Cl +), 
y= [CC + Was 
-= ?十 僻 | 党 寺 亿 2， 
问 ， 如 何 解 一 f(y，y 型 的 微分 方程 ? 
答 ， 这 类 方程 的 特点 是 ， 方 程 左 端 为 了 对 的 二 阶 导 数 ， 方 程 右 
端 处 含 *， 
若 令 YY 二 少 ， 训 


将 多 一 各 与 多 一 = ps 乡 代 入 原 方程 ， 有 


这 是 一 个 关于 了 为 自 变 最 、 乡 为 未 知 函 数 的 一 阶 微分 方程 。 
我 们 可 以 解 出 此 方程 葛 和 通 解 ， 然 后 将 由 =y 代 回程 分 ， 即 可 得 
到 万 方程 的 通 解 ， 

例如 ， 解 方程 
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问 : 


dv 
岂 廊 程 变 为 
dp 
-> ply Sp p=0 
dy “ 
《 ) 若 三 0 ， HI 0 ; 
原 广 程 为 
dp 
?Hy P=0 
dp __ dy 
二 > pp- y 
= np=la(Cy) (CGC>0) 
一 > 中 一 人 
— y= Cy, 
dy _ 
上 |} re 1 
=» MY Cadx 
> 


=> lnv=Cx+ 人 , 
Wi yetrtCr 一 人 :ecr [CC 一 ECa 
-.… 原 方 程 的 通 解 为 : 
由 一 CEC5z 。 
(2 ) 治 四 =0， 即 光一 0 


有 显然 此 有 时 了 为 常 晤 ， 则 原 方程 的 通 解 为 ， 


二， 
如 何 解 下 列 各 方程 ? 
Cx yD +1=0; (2)y =y +x! 
[ : jy "= y", 
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答 ， 解 上 成 万 给 了 时 ， 应 首先 根 红 方程 的 特点 判断 方程 的 娄 型 ， 然 
下 村 晤 着 丰 辐 妆 型 的 旋 程 东 骨 不 加 的 解法 。 
解 : 1 哲 方 各 可 芍 坦 为 ; 


用 性 1 一 1 
- x 
这 是 了 一 廊 生 型 的 微分 方程 ， 我 们 可 及 用 娩 次 积分 的 方法 解 


小， 
刘 苇 面 廊 程 两 迪 逐次 积分 ， 石 
| 
4 一 二 Ci 


二 二 nw 二 Cw 二 已 
全 一 将 十 Sr 人吉 s 寺 亿 


Cr 人 > 


2 tt Crt Ce 


4 
不 方程 通 解 为 
= nx CN 二 (十 Ca 二 志 ,, 


( 2) 不 方程 为 y” = /(%, 9) 型 微分 方程 ， 
设 y = ， 则 原 方程 变 为 
P=p+%, 
册 pC— wD=x. 
这 是 关于 思 与 有 
p=el CCt [xe | ax) 
=e[Ctt [we *dx) 
etC—2 "(+ 1)) 
一 (ex 一 (十 1)， 


> 一 ( 生 lax 一生) 一 笃 -十 
2 2 


P=, 
se = {| pax 
= [fCer— (w+ Ys 
— Ceadx— (rT ads 
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=Cer -tC 


这 就 是 原 片 程 的 通 解 ， 

(3 ) 这 是 一 种 比较 特殊 的 商 阶 微分 方程 ， 它 与 前 面 记 学 的 二 
神 类 型 不 同 。 但 我 们 可 以 明显 看 出 方程 的 特点 : 

在 方程 中 仅 含 有 wy 和 3 项 。 而 "二 (4*》， 这 就 局 发 我 们 
若 度 一 加 则 可 达到 降 阶 的 日 的 ， 

设 二 jp， 原 方程 变 为 ， 

p=p. 

即 =p 


-> -= 


两 边 积 分 ， 得 
lap=x+nC Cr 0), 
F=C16™, 
= 办 
J 二 C0, 

将 方程 两 了 边 连 续 积分 ， 得 : 
Y= Ce + CC;, 
Y=Ce TC CC, 

问 ， 设 一 物体 质量 为 m， 以 初速 度 v, 从 一 斜面 椎 下 ， 若 斜面 的 慑 
角 为 g， 摩 按 系 数 为 上 4， 如 何 求 物体 在 斜面 上 移动 的 距离 和 时 
间 的 关系 ? 

答 : 为 了 布 列 方程 ， 首 先 分 析 物 体 
在 运动 中 力 的 关系 《如 图 8- 4)， 

重力 P=m8; 
十 询 力 二 zp gsinc; 
重力 沿 斜 曾 法 向 的 分 力 f: = 


ACOSC, 


3 


摩擦 阻力 R= 产 产 一 络 PCcosCs 
物体 运动 时 受 的 合力 应 为 ; 
Fae= /1 一 六 
m9(sSine— HCOSA), 
设 物 体 运动 距离 为 83， 时 间 为 1 ， 则 根据 牛顿 第 二 定律 
FPF=e, 


得 方程 ， 


ds 。 
= {SING — COs), 


2 
初始 条 件 为 ， 了 了 三 0 时， 二 ww; 二 0 时 ，s= 二 0。 这 是 
4 一 了 (5 型 微分 方程 ， 可 遂 过 逐次 积分 方法 得 到 通 解 ， 即 


Es 


2 

gsine— /cose) 
as ; : 

=> =plsine— cosa)f+ tO, 

df 

四 ds 

1 = = At Un 
C= 


出 ds_ = 2{Sina — /cose Yt tw, 


-> 3 一 二 (sina — HACOSA) + vt CG,, 


i 二 0 时 ，s = 二 0， 
C2 一 必 。 
物体 在 斜面 上 移动 时 点 离 与 时 间 的 关系 为 ; 


八 、 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 


问 ， 什 么 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ? 
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Ay*tByt+tCy= 0 (4、B、C 为 常数 ) 
的 二 阶 微分 方程 ， 为 二 阶 第 系数 线性 齐 次 微分 方程 ， 
所 谓 线性 是 指 方程 中 4 、y、3Y 均 为 一 次 的 
例如 ， 下 烈 方 程 都 是 二 阶 党 系数 线性 齐 次 微分 方程 ， 
V5yY 人 + 二 0: 
A 
2 


+Rx—= 0} 


vB t= 0 
而 方程 

和 一 5 人 二 6 一 343 

TV BY Se se 

则 不 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 。 

辐 ， 二 阶 常 系数 线性 弄 次 微分 方程 的 通 解 有 哪些 特性 ? 在 学 习 这 
些 性 质 时 应 注意 什么 问题 ? 
答 ， 为 了 求解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 
AvV +By+Cy= 10, 

我 们 应 月 先 掌 担 这 一 类 方程 的 通 解 在 结构 上 的 特点 。 这 些 特 
点 主要 体现 在 下 面 两 个 性 质 上 ， 

性 质 1:， 如 果 yx) 与 3222) 是 二 阶 党 系数 线性 齐 次 方程 的 两 
个 特 解 ，C: 与 C* 是 遇 个 任意 当 数 ， 那 各 ，? 一 Cn +Caws 也 是 
方程 的 解 。 

这 个 尾 质 是 很 容易 证 明 的 。 只 要 将 9 一 Ciyi+Cayas 代 到 方程 
中 即 可 ， 

应 该 注意 的 是 ，?Y= 一 Ci+Cxys 是 原 方 程 的 解 ， 但 却 不 一 定 
是 原 方程 的 通 和 解 。 从 表面 上 看 ，% = 二 C1 十 Cats 含有 两 个 任意 
第 数 ， 应 该 是 原 方 程 的 通 解 。 介 如果. 与 3 线性 相关 ， 即 3 二 
六 Yi， 区 

朵 一 人 1 十 三 > 
一 [人 + RC 
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= (C+ RRC) YY 
一 已 和 
可 以 看 出 ， 紫 时，% 就 不 是 愿 方程 的 通 解 。 
例如 ，? “TYy= 0 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ， 可 
以 证 明 一 sinz 忆 》 一 6siny 是 该 方程 的 师 个 解 ， 则 
y=CIYLT CY 
= Sn%+ Csin% 
= 二 Ca) Sln% 
一 让 Si 区 
是 原 方程 的 解 ， 但 不 是 通 解 。 这 是 由 于 入 = 一 6 的 原故 
性 质 2， 如 果 y, 和 .是 二 防 常 系数 线性 齐 次 方程 的 两 个 特 解 ， 
且 它 们 线性 无 英 ( 即 -站 -去 常数 ) , 则 
站 =C, V+ Cy Ys CC, Ca 是 任意 当 数 ) 
是 原 方程 的 通 解 。 
这 个 性 质 告 诉 我 们 ， 要 求 得 二 附和 常 姑 数 线性 齐 次 微分 方程 的 
通 解 ， 其 步 又 应 为 : 
1 。 求 出 原 方 释 的 珊 个 特 解 铬 ，y2 
2 。 判 断 y, 与 久 是 线性 无 关 的 。 妈 证 明 ， 


-二 (常数 】; 
3 。 原 方程 通 解 为 ; . 
?= 一 LITLzya (Ci Cs 为 尾音 常数 )， 
例如 ， 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 


y+»=0 
有 下 曾 三 个 特 解 ，; 
一 Si 区 ， V1 6sin%, V3 COSY 
1 1 Yl ds 
= tex — =Btp% 
yy, 6 EX, yy, Btg 


原 方程 的 通 解 只 能 由 ， 4 或 如、43 组 成 ， 滑 
y=Ciy + Cy = CSIingd+ Ccosx 
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或 yy=Clya+C3a6Clisinx 二 Cacosx 
=Csinx+ Ccosg (三 一 6 . 

问 : 如 何 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 ? 

答 : 综 上 所 述 ， 可 以 于 出 ， 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 通 解 由 该 
方程 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 组 成 ， 是 这 两 个 特 解 的 线性 组 合 . 
因此 ， 求 二 阶 常 系数 级 性 齐 次 方程 通 解 的 问题 ， 就 转化 为 如 何 
求 蜡 谈 方程 的 两 个 线性 无 甘 特 解 的 轴 题 ， 

下 面 我 们 用 ” 竺 年 根 活 "去 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 两 个 
线性 无 关 的 特 解 。 
我 们 知道 ， 以 为 底 的 指数 国 数 的 导数 ， 仍 然 是 以 e 为 忠 的 
指数 函数 。 因 此 ， 和 凋 设 ?一 6 天 是 方 称 
Ay A+By+Cy=0 
的 解 ， 册 人 要 将 oe?* 代 入 原故 程 ， 嵌 求 出 使 凡 程 成 立 的 疡 来 ， 
y= per, y= pet, 
代 人 原 方程 后 ， 有 
Aprer* + Bper* + Cara-0 
-> epx{ 二 力 ? 十 下方 二 C) 一 0， 
er 0， 
必然 有 : 
Ap*+ Bp+tC=0 
成 应 。 击 这 是 关于 多 的 二 次 代数 方程 。 解 这 个 代数 点 程 ， 就 可 
纵 得 到 两 个 如 值 ， 六 ， 姻 ， 从 而 得 到 原 方程 的 两 个 特 解 ， 
el , =etY 
我 们 称 方程 
Apr?+ Bp+C=0, 
为 二 阶 常 系数 线性 亨 次 方程 
Ay" + By +CY=0 
的 特征 方程 。 把 特征 方程 的 两 个 根 p、 办 :， 称 为 原 办 程 的 遇 个 
特征 根 ， 并 把 利用 特征 方程 求 二 和 惟 营 系 散 线性 齐 次 微分 方程 商 
个 竺 解 的 方法 称 为 “特征 根 法”， 
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间 ， 如 但 利用 “特征 根 法 ” 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 两 个 
| 线性 无 关 的 特 解 ? 
答 ， 比较 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 
Ay +By +Cy=0 
和 特征 方程 
A Bp+C=0, 
可 以 在 出 ， 这 两 个 太 程 的 系数 是 相同 的 ， 因 此 ， 我 人 可 以 很 容 
易 地 写 出 任何 一 个 并 阶 当 系 数 线性 齐 次 微分 廊 程 的 特征 方程 ， 
并 利用 代数 方法 解 出 这 个 蛙 征 方程 。 
现在 的 问题 是 ， 如 何 根据 二 次 代数 方 释 两 个 要 的 不 周 情况 
( 即 解 出 两 个 不 相等 的 实 根 ， 两 个 相等 的 实 根 ， 两 个 复 根 )， 求 
册 原 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 ， 
下 面 我 们 根据 特 每 方程 
Apr+ Bp+C=0 
的 求 根 判别 式 ; 入 ==B: 一 14C 去 分 别 研 究 ， 
(1) 当 A=B:—4A4C>0 时 : 
A=B:— AC>0, 
特征 方程 存在 两 个 不 相等 的 实 根 ，p,, 户 ;. 
了 1 一 ef1 与 和 一 8 线性 无 关 ， 
原 微 分 方程 的 通 解 为 ， 
y= em 十 Cernr, 
2) 当 A= B44 过 有: 
A=B:— 44AC<20, 
特征 方程 存在 两 个 共 辑 的 复 根 : 
p=a+th, p=—a—1ip, 
i 二 e118 与 ys 二 6" 线性 无 类 ， 
Y=Ce t+ C0" 
或 利用 尤 拉 公 式 写 成 ; 
VI=0 rise (cos dwt isindx), 
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Me et{(cos xX— 1nd , 
则 通 解 为 : 
y=Ce "cospr+ isIndr} +t Ce (cns dr— ising). 
为 了 简化 通 解 形 志 江 去 控 复 数 ， 我 们 做 如 下 变换 : 
Vi O20 *C05 Px 
Yi Y= 90sin dx, 


cos pr, Vosing% 


可 以 验证 ， 六 与 3 也 是 原 方 程 的 两 个 特 解 ， 且 两 者 线性 无 关 ， 
因此 ， 我 们 可 将 原 方程 通 解 写成 ; 

y=CY + Cay 

= eCO5 PET Corsinp%, 
或 一 PerfCrcos 和 YY 二 Cazsinpz) 
(3) 当 A=B 44C=0 肘 : 

点 一 下 一 44C 一 站 

特征 方程 存在 两 个 相等 的 实 根 ， 五 一 轴 一 页 。 这 时 y 一 
ef 与 % 一 2 线性 相关 。 因 此 ， 厅 能 简单 地 由 此 得 出 原 微 分 
方程 的 通 解 ， 


为 了 使 一 臣 忆 《常数 ) ， 我 们 可 以 设 原 方程 的 两 个 特 解 为 
Y=et” 和 9 一 %err。 
本 于 二 6 与 az 一 et 是 源 微 分 方程 的 两 个 特 解 ， 且 两 
者 线性 无 关 ， 因 此 ， 原 微分 方程 的 遂 解 为 : 
Y=C er tC Net 


或 y=er (C+ Ox) 


: 如 何 利 用 “特征 报 法 ?求解 下 列 各 方程 ? 

(1 工 )337 一 2 一生 7 一 个; ‘2+ y=0; 

《了 3 +6y +13y=0; 《十 ) 4 20 4 +25t 0. 
我 们 可 以 将 利用 “特征 很 法 ?求解 二 阶 常 系数 线性 济 次 微分 方 
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程 的 步 比 归纳 如 下 : 
1 。 根 据 二 阶 当 系 数 线性 齐 次 微分 方程 
Ay* + By:+Cy=0, 
| 写 出 它 的 特征 方程 
Ap: + PPA+C=0, 
2 。 解 出 特征 根 ; +、 力 :， 
| 3 ， 根据 包 与 名 的 不 同 关系 写 出 愿 微分 方程 的 通 解 ， 即 
(i) 当 办 与 如 为 两 个 不 等 实 根 时 ， 遂 解 为 ; 
VC 十 人 pt 
《 开 》 当 姻 与 如 为 两 个 相等 实 要 时 ， 通 解 为 ; 
| Y= {C+ CCX) er:, 
(ii) 当 户 与 如 为 两 个 共 罗 复 根 时 ， 通 解 为 ; 
y= (CcosArt+ Csindx}e, 
下 面 我 们 依照 归纳 出 的 步 又 求解 上 述 方程 ， 
解 (1) … 原 方程 的 特征 方程 为 : 
3p:—2p—8=0 
> (pp—2)(3pt+4d)=0 


> Pp1=2, 六 :二 一 


名 | 屏 


4 
VI ==, y=e 3 
原 方程 的 通 解 为 ， 


a 
y=CetCe 3 。 
(2) 原 方 程 的 特征 方程 为 
本 :十 1 一 站 
> 义 = 一 1 
:> pt 四 :一 一 人 
如 r=0,， =1, 
Y= 人 CsSink+ COCOsY. 
《3) “了 原 方 程 的 特征 方程 为 ; 
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p:+6p+1i3=0 
=> 四 二 一 3 十 2Y， 办 二 -3 一 2:. 
一 833， 二 2， 

原 方 积 首 和解 为 ; 

y=e (CSIn2x+ Ccos?%). 
《4)““ 原 方程 的 特征 方程 为 ; 

4 六 一 20 太 十 25 二 站 


二 学 加 = 一 这 
原 片 程 的 通 解 为 ; 


y= (CtCher 。 
问 : 方程 y” +97=0 的 一 条 积分 曲线 通过 点 前 (x， 一 1)， 且 在 
该 点 与 直线 ?二 1 =x 一 元 相 切 ， 如 和 何 求 这 素 积 分 曲线 的 方程 ? 
答 : 应 首先 求 出 由 方 种 
4 十 日 证 一 站 
所 决定 的 积分 曲线 族 ， 凤 求 通 和 解 ， 然 后 再 求 符 合 上 述 条 件 的 特 
解 。 
”方程 x” 十 92 二 0 的 特征 方程 为 : 


全 二 9 一 0， 
特征 很 为 : 轴 一 3， 血 一 一 37， 
愿 方程 的 通 解 为 : 


y=C Sin t Ccosar, 
所 类 积分 曲线 在 点 型 (fr,， 一 1) 与 直线 7 一 3 一 5 一 1 相 切 。 
得 初始 条 件 ， 当 #= 下 时，7 一 一 1 
妆 居 王立 有 时， 水 = 一] 。 
将 其 代入 通 解 解 得 ; 


， 1 ， 
Ci :一 ] ， 


收 竺 合 土 述 条 件 的 特 解 ， 即 积分 曲线 方程 为 : 
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由 一 一 村 sin3x+ COSs3Y， 


问 : 已 知 一 拉 紧 的 弹 息 所 受到 的 拉力 与 它 长 度 伸 长 成 正比 ， 当 弹 
簧 长 度 增长 1 厘米 时 , 弹 自 拉力 增加 1 千克 . 今 有 2 于 克 的 物体 挂 
在 弹 自 下 端 保持 平衡 . 若 将 物体 稍 向 下 拉 然 后 放 开 ,此 时 物体 产 

生 振 动 。 如 何 求 物体 振动 的 规律 


» A 和 周期 ? 
答 ， 由 于 强 赞 桂 物体 后 处 于 平衡 ， 
故 可 设 此 平衡 位 置 为 原点 品 ， 
没 时 间 为 1 ， 位 移 为 * (正方 
向 惟 直 向 下 )。 当 物体 稍 有 位 称 x 


. -一 -0 了 时， 弹 和 转产 生 的 恢复 力 妆 总 是 指 
问 平 衡 位 个 5 即 与 孝王 癌 相 反 )， 
且 弹 赞 恢复 力 与 位 移 成 正比 。 因 
~ 此 ， 物 体 受 弹 赞 恢复 力 
下 一 一 区 有 
图 6 一 5 F=r, 
得 到 物体 的 运动 方程 为 : 
到 2 xo 
df 
a 
妈 T+ py 0 
特征 方程 为 : 
因 + 过 = 1 
解 得 特征 很 为 ， 


有 有 
如 一 人 名 =-VSi， 
原 方 程 的 通 解 ， 即 物体 运动 的 规律 为 ; 


党 一石， siny t+ Ceosy 2 f ，。 
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根据 已 知 条 件 求 得 运动 周期 为 。 2 入 祁 种 . 


九 、 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 


问 ， 和 什么 是 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 ? 
答 : 我 们 称 形 如 
二 (XK) ( 思 、9 为 常数 ， 六 (NX) 三 0) 
的 二 阶 线性 方 喜 ， 为 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 ， 并 称 
六) 为 方程 的 自 册 项。 

可 以 明显 地 看 出 , “ 非 齐 次 "主要 体 弄 在 自由 项 Fox) 六 0 当 
xz 一 人 0 有 时， 方程 为 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 。 而 且 每 
个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 都 唯一 吼 对 应 着 一 个 二 阶 常 
系数 线性 齐 次 方程 。 我 们 将 会 看 到 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 
方程 的 最 后 解决 ， 将 归结 到 二 阶 常 系 至 线性 齐 次 慑 分 方程 上 。 

下 面 的 各 方程 都 是 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 ， 

3439 一 如 一 24 十 1 
VY 2+ y= 7 
二 二 一 COS2X 
问 : 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 与 对 应 的 二 阶 常 系数 
线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 有 什么 关系 ? 
答 ; 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 
VT py + y= f(x) 
的 通 解 与 对 应 的 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 
y+ py tgy=0 
的 适 解 有 着 蜜 坊 的 联系 。 这 可 愉 下 面 定 理 中 清楚 地 看 出 来 。 

定理 :如果 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 ，$* 是 

与 之 对 应 的 二 阶 和 党 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 一 个 特 解 ， 则 
光一 光 十 人 过 


为 二 阶 季 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 。 
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这 个 定理 不 仅 表明 了 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 
与 对 应 的 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 通 解 之 问 紧 密 的 联系 ， 
而 是 指 出 了 要 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 过 解 ， 内 要 
求 岂 与 之 对 应 的 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 yY， 并 求 
出 二 阶 常 系 数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 基 一 特 解 y*# 束 可 以 了 。 

由 于 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 我 们 已 经 会 求 了 ， 
下 面 的 主要 问题 就 集中 在 如 何 求 出 二 阶 常 系数 线性 非 章 次 微分 
方程 的 某 一 个 特 解 上 。 

问 : 用 什么 方法 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 ? 
答 : 很 明显 ， 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 
3 十 由 和 扩 十 4 一 六 元 ) 
的 一 个 特 解 的 主要 困难 在 十 自由 项 7(x) 上， 

下 面 我 们 就 常 遇 到 的 三 种 情况 进行 过 论 ; 

1 。 XX) 汶 名 项 工 : HX? 十 十 ny 

2 。f(%) 为 指数 式 : ?nes 

3 。 (xz) 为 三 角 畏 数 式 ， mcos Bx 二 nsinBx， 

根据 求 导 公式 我 们 不 难看 名， 如 果 了 (*) 为 多 项 式 (或 指数 
式 、 三 角 国 数 式 ) 上 时， 方程 的 特 解 也 只 能 是 多 项 式 ( 或 指数 式 、 
三 角 图 数 式 ) ， 这 样 原 方程 才 可 能 成 立 。 

据 此 ， 我 们 就 可 以 从 床 方 程 自 出 项 上 (x ) 的 有 形式， 判断 红 方 
程 特 解 的 形式 ， 需 要 进一步 确定 的 就 权 是 特 解 的 系数 了 。 求 特 
解 的 方法 就 是 “待定 系数 法 ”。 

问 ， 当 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 目 由 项 fx) 为 多 项 式 
时 ， 如 何 应 用 “待定 系数 法 ” 求 特 解 ? 

答 : 方程 自由 项 站 (*) 为 多 项 世上 时 ， 特 和 解 为 与 站 (%) 同 次 或 躺 一 
次 的 多 项 式 。 而 且 一 般 有 下 面 的 规律 ， 

若 方 程 中 含有 y》 的 项 时 ， 则 特 解 是 与 了 (*) 同 次 的 多 项 式 ; 

车 方程 中 不 含 y 的 项 而 含有 有 的 项 时 ， 则 特 解 是 较 /(%) 高 一 
次 的 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 为 x* 和 与 1(*) 同 次 多 项 式 的 乘积 ; 

苦 方 程 中 既 不 售 ? 项 ， 又 不 省 y 项 时 ， 原 方程 可 以 通过 直接 
2 


积分 求解 、 不 用 “待定 系数 类 ”J 了 ， 
例 1 来 万 程 
Vt 二 
的 煌 解 。 
解 ，"” 方程 中 舍 守 $4 项， (X) 三 入， 
设 万 程 特 解 为 ，; 
一 GEN2 十 二 CE、 为 待定 系数 ) ， 
将 3* 代 入 原 方 程 中 ， 得 
(ux Ox Ee) +t (ax Fre — ax b+e) ~ 
-六 2a8+ (24 0) — (DAN 2 和 十 2) = x 
> 20% (282)X+ (2 tb— ?ee 一 人 
比较 两 边 对 应 项 的 系数 ， 得 


一 2 一 ]， 
22 一 2 一 让 ， 
2 十 六 一 2 一 0。 
和 解 得 
al, 
2 
6 一 一 工 ， 
一 上 
i 一 T， 
.… 原 片 程 的 特 解 为 ， 


4 3 
~ 2 2 4 


例 2 求 方 种 
Vy =2%+t1 
的 古 解 。 
解 : … 方程 中 不 含 y 项 而 含 Y 顶 ，Hf (x) 一 2x 十 1， 
" 没 原 方程 特 解 为 ; 
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3 一 %TGX 十 0) (4、b 为 待定 系数 ). 
将 y* 代 入 原 方程 中 ， 得 

(qx + ON) — (a +t bY) = 2%+1 
:> 224— (2ax%+ 65)=2%+1 
=> 24— 24%—8 一 2% 十 1 
> — 24X+ (24— 6) = 2xX+1 


比较 疯 边 对 应 项 系数 ， 得 


{ 
24— =1. 


解 得 
1 ， 
b 一 一 3. 
bi 


间 ， 兴 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 自由 项 f(x) 为 指数 形 
式 时 。 恕 何 应 用 ”待定 系数 法 ” 求 特 解 ? 
答 ， 方程 自由 项 / (x) 为 指数 形式 时 ， 原 方程 特 解 世 必然 为 指数 
形式 ， 而 且 一 般 有 下 面 和 的 规律 ， 
当 方 程 
y+ py 十 8 一 2 
的 和 在 由 项 e* 的 xs 不 是 与 兰 方 程 相对 应 的 齐 次 微分 方程 特征 方程 
的 特征 委 时 ， 可 设 特 解 为 : 
本 一 
背 & 是 与 愿 方程 相对 应 的 齐 次 微分 方程 特征 方 程 的 畦 征 根 
(但 不 是 恒 根 ) 上 时， 可 设 特 解 为 : 
人 市 一 过 Ce 
从 是 与 原故 程 相对 应 的 齐 次 微分 方程 特征 方程 的 特征 根 而 
内 是 重 根 时 ， 可 没 特 解 为 ; 
y= /Avg"*, 
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例 1 求 方 侣 
YY Y= 
的 一 个 特 解 ， 
解 ，"。 上 方程 自由 项 1 (和 二 a， 二 2， 
又 与 原 玫 积 相 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 ， 
pr— p+1=0, 
明显 香山 ， -2 森 是 特征 根 ， 
则 可 设 筷 方程 畦 解 为 ; 
.4 本 一 ec。 
将 3* 代 入 原 方程 ， 得 
Ce 一 92 As = 0 


:> l,le*"— 6.1e "+ Ae*—=e*, 
解 得 ， 
二 一 一 1， 
. 上 原 方 程 特 和 解 为 ; 
2 


俩 2 求 万 程 
4 一 3 十 下 和 一 2 
的 一 个 特 解 ， 
解 ， 万 程 日 由 项 7 (X%) 一 ez，C 一 人 
区” 与 原 方 程 相对 应 的 章 次 方程 的 特征 方程 为 : 


PF—3p+2=0 
> 站 一 2， 办 一 1， 
"三 2 丛 为 特征 根 ， 但 不 是 重 椒 ， 
则 可 设 原 方程 特 解 为 

Pe 


将 )* 代 入 厌 方 程 ， 得 
(YET  — 3(Axe) + 2 .Axes) = ei 
-> {de +t 2Avess) .3 de 4 oAxey) | 9AXe* gir 
> lot dive 3Ae*— GAdxe’ + 2Axe =e7, 
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解 得 : 
过 一 1 上， 
原 方 径 特 和解 为 : 
Vo Ya. 
例 3 求 方 程 
Vdy t+ 1 二 0” 
的 一 个 性 解 ， 
解 ，`” 方程 自由 项 1/ (*)==e**， 且 & 二 2， 
又 "” 与 原 片 程 相对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 ; 
Pt! 4 一 0 
= 二 办 ;二 
cx 一 2 从 为 特征 要 且 为 重 根 。 
则 可 设 特 解 为 ， 2 一 人 Ye 
将 y* 代 入 原 方程 ， 得 
(CAxre) ACAvie) + 4CAXe*) 一 人 
> (2Ae* T+ 8Axe™ + 4dr ee) — d(2AXe* +t 2AX 十 
4 人 4W%2B2 = 
= 2d/ess+ Brat Ave — BAXes — Are AAXI es 


= 2 


问 ， 当 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 自由 项 f(x) 为 正 ,余弦 
函数 式 时 ， 如 何 应 用 “待定 系数 法 " 求 特 解 ? 

答 ， 方 程 自 由 项 fw%) 为 正 、 余 总 函数 式 时 , 特 解 必然 也 是 正 、 余 
弦 消 数 式 而 月 不 论 jxX) 是 正 苇 函数 式 还 是 侠 纱 函数 式 ， 际 
方程 的 特 解 应 为 : 
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y=picosp + nsing 
的 形式 .市 且 一 般 有 下面 的 规律 
28 不 是 与 原 上 方程 相对 应 的 齐 次 方程 特征 三 程 的 特征 要 时 ， 
可 设 科 解 为 ; 
多 车 一 FTCOS 月 十 了 Si 及; 
济 38 是 与 原 方 程 相对 应 的 齐 次 方程 特 钙 方程 的 特征 和 根 盱 ， 可 
设 特 解 为 ; 
P= CSLFnnar)., 
例 1 求 方 积 
和 十 3 十 37 一 Cne2 区 
的 特 解 。 
解 : “方程 自由 项 {%) 一 cos34， 吾 一 2， 
又 与 原 方 程 相 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 ， 


P+3p+2=0 
字 P= 一 1l,， = 一 2. 
8 二 2 不 是 特征 根 ， 
则 可 设 原 方程 特征 根 为 : 


YOSSIN + HSIN2X. 
将 3* 代 大 原 方 程 ， 得 
(PCOS2HX RSIn2x) "+ 338COS2 和 十 天 Sim2%y7 + 2 (pcos2% 
+ HSIin2%) =ens2% 
> (—1mcos2%— dnsin2x) + 3(— 20Sil2x + 2HCcO0S2X) 
十 2 和 ODS2 区 十 其 S1 开 32 和) = COS2Xx 
> 《一 4 十 6 十 2JCos2Y 十 【一 和 一 6 十 28DSin2 


一 CDsd 区 
比较 两 边 对 应 项 系数 ， 得 
{ 十 8 外 一 ]， 


—6m—2% 二 人 0，, 
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于， 
20 
1 
2 
腺 方程 特 解 为 ， 
1 3 .， 
3 1 
: 30 DS2 i 


例 2 求 方程 
十 1 二 Sin2% 
的 特 解 。 
解 : 方程 自由 项 1 (x) 一 sin2%，B 一 2， 
又 与 原 方程 相对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 : 
f°+4p=0 
=> p=2, =。 
“。 £8 为 特征 根 ， 
由 可 设 原 方程 特征 解 为 : 
VICOSOY+ HSIn2X), 
将 7* 代 入 愿 方程， 得 
CNCOS2EI NLSINn2n) 十 d(COSDN TF RRSIn2%) = SiD2x 
=> dmcos2x— dnsin2r— 44XSin2Y 十 464CD323%) 十 
dHECOSLE+ HYSID2X) — SIN2% 
>> dmsln2x + HCoOS?% SIL2x. 
比较 两 边 对 应 项 系数 ， 得 
全 9 一 工 ， 


41 = ， 
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原 方 程 特 解 为 ; 
YC— 本 XCOS2YY ， 


向， 如 何 求 方程 
yy +2y= Xe 
的 特 解 ? 

答 : 这 个 方程 的 特点 是 直上 由 项 .六 3 = 二 xe-* 为 x 与 e ?的 渍 积 。 这 
种 方程 共有 一 般 性 ， 我 们 可 以 视 自 由 项 /xz) 是 一 个 多 项 式 与 
指数 函数 之 综 会 。 

一 般 地 ， 邵 果 自 由 项 (x) 一 已)ee<， 其 中 己 s(%) 为 一 个 多 
次 多 项 式 ， 则 原 方 程 的 特 解 形式 为 ; 

y= wi (YX) ee, 

其 中 ，Q (Xx) 为 一 个 特定 的 nn 次 多 项 式 ， 

当 & 不 是 与 原 方程 相对 应 的 特征 方程 的 特征 根 时 ， 取 =0; 

当 &# 是 特征 根 但 木 是 重 根 时 ， 取 此 一 1 
” 当 a 是 特征 根 而 且 是 重 根 时 ， 取 太一 2。 

综 上 所 述 ， 上 面 方程 中 的 自由 项 (x ) 可 视 为 一 次 多 项 式 世 
与 之 综合 形式 ， 且 < 一 一 2。 我 们 只 需要 检验 一 下 ee 是否 为 
特征 根 ， 即 可 用 "待定 系数 法 ? 求 特 解 了 。 


解 : “与 方程 
YY + 2Y= Xe 
相对 应 的 特征 方程 为 
p+3p+2=0 
> (p+ (p+2)=0, 
P= 一 1， 加 二 一 2， 
则 “= 一 2 拾 为 等 征 根 ， 但 不 是 重 根 。 
设 原 方程 特 解 为 ; 


Vw Ax Be-:", 
”yAx+ Botr— 2 Ax + BAe-:* 
—[—2AxTt204— Bx+ Ble-, 
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Y= dAx+2(A— Ble —2C—2Ax: +2(d— Bx 
+ Ble 
[4Ax— 1(2A1— BIx+ 2(A— 2B)Ye- 2, 

将 上 述 各 项 代 人 原 方程 ， 得 

C4Ax:— 32AdA— Bx+ td—2B))e +3 — 2Ax: 

t+t2(A— B+ Ble +2(Ax BAe =Xe- 

> 2Ax+21 B=x, 
比较 两 边 对 应 项 系数 ， 得 
—24=1, 

(, — B=0. 

解 得 


2 
B=— 1, 
原 方程 特 解 为 ; 
y= 人 去- 1 je 
间 ， 如 何 求 方程 
一 yy= 二 COZx 
的 特 解 ? 
答 : 这 个 方程 的 特点 是 自由 项 f(x) 二 x 十 cos2% 为 < 与 余弦 因数 之 
和 。 这 种 方程 的 一 般 形 式 可 以 写成 : 
V+ py ty= x) 十 六 (区 )， 
为 了 求 这 类 方 程 的 特 解 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ; 
定理 : 若是 方程 
y+ Py gy = fl) 
的 解 ; 多 是 方程 
+pY +ay= fx) 
的 和 解 ; 则 十 各 是 方程 
y+ Py Tgy= f(x) + f(x) 


人 
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的 解 。 
根据 这 个 定理 ， 我 们 洒 以 将 上 述 方程 转化 为 下 莒 两 个 方程 
了 一 多 一 2 二 
与 名 一 入 一 2 一 COS2X， 
然后 分 别 求 日 这 两 个 方程 的 灼 解 了 与 492 则 3 二” 邯 十 原 
方程 的 特 解 。 
解 ，'"” 与 坊 程 
YC 2Y 二 区 二 CNS 
相对 这 的 特征 方程 为 
pp—2=0 
> p=2, p=—1. 
设 入 # 一 4 十 召 ， 并 代 人 方程 
和 一 儿 一 2 一 
中 ， 有 
—A—2AxX—2B=*. 
比较 两 边 系 数 ， 得 


4 一 一 地 ， 
_1 
b= 
Js 一 工区 + 地， 


及 设 y= Asin2x+ Bens2x， 并 代 人 方程 
yr” — yy —2y=C082% 
中 ， 有 
【一 dAsin2x— 4Bcos2x) — (2 Acos?x -2Bsin2x) 
— tAsin?oxw + Boos2%) — CoS2% 
= —4Asin?%— 4Bcos?x— ?Acos2x + 2Bsin2x— 2.Asin2% 
— BoeosDs = COs2x, 


比较 两 边 对 应 项 系数 ， 有 


yo* 一 一 站 SR2Y 一 0cos2x， 
承 方 程 特 解 为 : 
Y= 
lx + Sie 和 3 osox. 
2 4 20 20 


问 ， 如 何 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 ? 
答 ; 综 上 所 述 ,我 们 可 以 归纳 出 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 
y+ py + gy=f(%) 
通 解 的 步 足 为 ; 

1 。 求 出 与 原 方 程 对 应 的 齐 次 方程 

了 十 风 y 十 2 一 0 

的 通 解 字 。 

2 。 求 出 原 方 程 的 特 解 %*， 

3 。 则 可 得 愿 方程 通 解 为 ， 二 了 十 小 *. 


例如 ， 求 方程 
入 一 多 一 29 一 二 全 
的 通 解 ， 
解 ， (1) 求 方 程 六 一 》 一 2y==0 的 通 解 ， 
特征 方程 为 
FC—p—2=0 


一 了 :一 3 加 一 一 1。 
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六 二 82 十 Ce 
(2 ) 求 原 方 积 的 等 解 1*， 

方程 自由 项 /(2)=x*+ 才 为 -- 深 多 项 式 ， 

可 设 特 解 为 >* 一 ax+5， 并 将 y* 代 人 原 方 程 ， 有 


(ii 十 罗 一 (ex 十 有 (一 2(4x 二 的 一 x 二 


-> 一 4 一 24x 一 2 一 % 十 元 


-> -一 24X 二 (一 4 20)=x+ 


2 
比较 两 这 对 应 项 系数 ， 有 


= 
解 得 
人 
b =0 
原 片 程 特 解 为 : 
2 
《3 ) 求 通 解 : 
原 方 程 通 解 为 ， 
了 一 少 十 3 


一 Ces 十 Ce zx 一 区。 


问 ， 如 何 求 下 列 各 方程 的 通 解 ? 
Cy 一 27 +y=3e; (2)y +AyY= Rin2x, 
答 : 我 们 可 以 依照 上 面 归 纲 的 步 紧 去 求 各 方程 的 通 解 . 
解 : (1 与 原 方 程 对 应 的 齐 次 上 方程 为 : 
3 一 2 十 2 二 0， 


入 特征 六 代为， 
p21+1—0 
> 二 全 1. 
前 次 方程 的 通 解 为 : 
P=C0 + Cexer. 
Fi 一 3 中 的 ax 一 1 恰 为 特征 根 重 要， 
变 原 方程 硅 解 为 : 
=X 
代 人 原 方 可， 字 
(UNE) D(X + (axie*) = He”, 
解 得 
-3 
"， 原 方 程 特 解 为 : 


nr = 0, 


“ 原 方程 通 解 为 
Y=Cie* + C2 xe er 

(2) "” 与 原 方 程 对 应 的 章 次 方程 为 : 
"+ dy=0, 
p+ =0 

> p=2i, p=—2i. 


"， 齐 次 方程 通 解 为 : 


= CCos2%+ Cin2x, 
易 求 得 原 方程 特 解 为 : 
:本 一 1 3 
站 CDS2T。 
， 原 方 程 通 解 为 : 
3 一 Cicos28 十 Cosinay 一 工 Vcos2x。 
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间 ， 一 质量 为 m 的 质点 ,由 静止 开始 沉 入 液体 ， 当 下 沉 时 ,液体 的 
反作用 力 与 下 沉 的 速度 成 正比 ， 
如 何 求 质点 运动 的 规律 ? 

答 : 1)》 首先 设立 方程 。 

以 水 面 茶 点 为 原点 ，s 轴 垂 交 
当下 为 正 河 。 若 质点 在 时 刻 时 
处 于 水 面 下 s 处 ， 则 质点 受到 的 
反作用 力 应 为 


J 一 名 -于 《 记 为 比例 系数 )， 
质点 受 的 合力 为 ; 


根据 牛顿 第 二 定律 可 建立 方程 ， 
P= 

: hs ms 

= 名。 玉昌 一 中 = 74 jE 


C2》 确 定 初始 条 件 . 
当时 ，s 二 0; 当 庆 一 0 时 ，w = -ds -0. 


a 
《3) 解 方程 
与 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 : 


3 "十 二 3 一 0。 
9 

2 四， 

p+ ?=0, 


= = 一 全 。 
齐 次 方程 的 通 解 为 ; 
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3 — ' 
二 Te 二 


又 … 方程 自由 现 / (%) 二 8， 


可 令 原 方程 特 解 为 ， 
so ft, 
代 大 原 方程 ， 有 
0+ 人 IA=8 
中 
723 
一 可 a" 
一 
$ 二 35 十 53+* 
-及 下 
一 Ce 六 tit at. 
《4) 求 特 解 。 
as re mn Wi 
Em + 
由 #1-o=0， _=0, 
卫 四 
可 得 C= 如 8， CG- 一 如. 
质点 的 运动 规律 为 ， 
攻 
有 
$= 8e pr * teet 
下、 小 结 


在 求解 徽 分 方程 时 ， 应 首先 判断 方 种 的 类 型 ， 然 后 再 根据 广 
稚 的 不 同类 型 信 定 不 同 的 解法 。 为 了 便于 复习 ， 我 们 将 所 学 过 的 
几 种 燃 班 廊 程 的 解法 疡 形 如 下 ， 


dda 


| “ad， ， 


相 搁 积 务 靶 。 通 解 ， + = 人 ear+c， 


dy 


阶 dr 分 离 变量 滞 ， 污 分 窗 为 Rey = pir)dr, 

微 = ir) hyy ?3 

分 dy 再 积分 求 通 解 。 

上 | 

| 2 内 到 变易 法 

+ Crp 通 刀 ye Cs 人 oo elf grc) 
yt = f(r) 尿 次 积分 法 求 通 解 。 

区 变量 代 换 外 .可 设 y= p(xz)， 央 yr p10)， 

此 p= yy 原 淮 程 降 阶 为 ，p! (x) = fw pitx}), 求 对 通 解 

高 后 将 ?= p(x) 代 回 ， 积 分 可 得 原 方 程 通 解 

阶 

和 变量 代 痪 竺 。 可 和 刘 了 = pfs)y 刚 y*=p 3 ” 

区 y= jty, yy") 原 上 方程 变 为 y、p 的 ~ 和 阶 方程 p' = fy, p}。 
求 通 解 后 将 y' = ptx) 收回 ， 积 分 可 得 原 方 看 
通 解 ， 

车 特征 根 法 。 首 先 确定 特征 方程 ，4p:+ Bp+C 

此 = 站 ， 然 后 求 出 特征 根 六 所 Psy 出 通 解 为 ; 

过 由 一 er 十 Cae pt, 

作 人 + Cy= 应 注 上 将 ， {1 当 pI= :Bs 通 解 为 ， 

齐 = 个 此 

次 录 复 很 时 ， 通 解 为 . 

和 =TCreog 及 +t Crsin renr, 


-- 
”《1》 先 用 特征 根 巷 求 齐 次 方程 
y+py'+ay=0 


类 的 丽 个 特征 根 ， 然 后 得 其 透 解 y ， 
系 《2 用 和 荷 定 系数 法 求 兴 程 
y+tpp' tavy= ttre) yp" tpy tay=ftx) 
性 的 一 个 特 解 欠 。 
交 应 注意 ， 由 jz 的 形式 硒 定 的 形式 ， 并 注 闪 
次 几 种 特殊 情况 y* 的 设 读 ， 
才 ( 3 )》 原 方程 道 解 为 ， 
y=y+y*, 


和 
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在 应 峰 微分 方程 解决 实际 问题 时 ， 应 首先 分 析 问 题 特点 ， 根 
据 几 何 、 物 理 等 方面 的 公式 列 方程 ， 或 用 “给 元 站” 列 方程 。 其 
重点 在 于 前 者 ， 交 其 是 应 用 牛顿 第 二 定律 列 方 程 。 列 出 方程 后 应 
注意 确定 方程 的 初始 条 件 ， 然 后 解 方程 并 求 特 解 。 


十 一 、 思 性 练习 题 


1 。 求 下 列 微分 方程 的 通 解 或 满足 初始 条 件 的 特 解 ， 


/一 十 > r -一 一 4 久 
(1) > Dx ‘2)7 1 十 2 和 4 
1 
(3) (+yaxt (x Ddy=0; (4) 3 一 了 
六 1 dy __ Sin7x 
(C5) wy + y=0} (BY) Fe ee- 
| 
(7) YTY=e C8) y+dy+29=0, yjs-0=0， 
4 人 | 一 153 


《9) 名 一 6y +9y 一 (位 YX 一 2 一 % 十 3， 
f(x) 一 人 ar 
C10) 3 —2¥ 5Y= 7, Df) 一 cos23， 
D(X) =ersin2x} 
2 。 有 一 蕉 个 为 均匀 的 脱 深 长 为 i, 其 自由 问 受 一 水 平 牵引 力 
作用 ， 慷 程 为 . 
E71S 2 一 总 YY 一 本 oa， 


其 中 三 为 谈 梁 材料 之 弹 社 系数 ， 了 为 深 截 面 对 于 中 心 轴 的 转动 慨 
馆 ，% 为 梁 的 单位 长 度 重 鞭 ， 试 求 弹 性 曲线 ， 
3 。 一 单 摆 长 为 ， 原 显 为 王 ， 作 简 谐 振动 ， 若 来 往 摆 动 的 
侦 角 很 小 ， 斌 求 运动 方程 。 
4 


4 。 有 一 质量 为 名 的 物体 ， 在 空气 中 由 静止 开始 下 降 ， 洲 室 
气 阻 方 为 民 王 C202 【其 中 为 物体 运动 速度 ) ， 试 求 物 体 下 沙 中 离 
与 时 间 的 国 数 关系 。 


十 二 、 思 考 练习 题 答 案 或 提示 


2 
1 ， (1) 3 一 % 一 二 上 Cl (2) araC(2x+1)3 


3) (tl (1 一 =} 


4》 y=xarctegx 一 Slat + Cr Cn 


(5) y=Cilinx+Ca (6) yy 一 -一 [一 cosx | 


此 
C7) yaw Oe "sy (C8) Ve i*., sing%y 
2 ，，5 #41 
9 = 人 IE 十 人 2WE5 十 二 十 一 区 十 一 
‘9) Dy 1 2 9 +131 十 37， 


y=Ce*+ CNXer 十 ca 
C0) Dy=e (Cicos2%+ Czsin2x) + cos2% 一 二 sin2z， 


Dy=er(Clcos2% + Cosin2x) 一 ecos2%. 


Es / 吾 
2， Y=Cg VY Cp + 各 2 十 wET 
2 
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、 填 空 题 : 加 加 
C1) 设 向 量 < 二 gi ta 
则 a 的 单位 向 量 4 一 s 
(2) 设 冰 数 /x, YY) 一 sinln{w* 一 y)， 
由 了 的 定义 起 是  -; 


( 3 》 需 级 数 了 (一 De 入 的 收敛 半 径 是 _ 


如 三 】 
(4) er 在 点 x=0 处 的 局 部 泰勒 公式 〈 即 马 多 劳 林 公 式 ) 屁 


《5) 将 下 面 的 二 重 积分 写成 去 次 积分 


人 re Vaxdy=_  ， 


D 
其中 厂 是 由 ?一头 与 ?一 % 转 成 的 区 域 ; 
《67 设 zz 一 wxX。sintx 十 y)》， 罗 


一 、 求 过 点 型 (3,0, 一 1)， 昌平 行 于 直线 
二 3 一 5 一 0 
的 直线 标 谁 方程 . 
三 、 流 二 P(x 一 十 四 (二 丰 )， 其 中 5 、 为 可 微 明 数 ， 证 


2 2 
7 

明 : Li i =a: 2 5 . 
dr Bx 


和 的 


四 、!( 1 ?计算 ， 级 asay ,十 中 成 为 y= x 二 = 人， 二 1 闭 成 


| 
的 三 季 展 区 咸 。 
2》 试用 柱 面 坐标 计算 积分 


Nifty, 
”站 


其 中 2 为 抛 物 面 z= 1 一 笠 一 多 与 平面 Yoy 转 成 的 区 域 . 
五 、 设 f(x+y*) 具 有 关于 中 间 实 量 g 二 个 十 的 一 阶 连 续 导 
数 ， 试 用 格林 公式 验证 ， 语 任何 光 少 闭 旧 线 [的 积分 


中 ye ty ) xadxt+ ydy) =0, 
1 
六 ， 计 算 遇 面积 分 
上 (x yDadydzt (ye— XY) Arr # dxdy 
Ry 


十 42 一 
其 中 为 圆柱 面 ，{ 的 外 侧 ， 
站 <Y<T 

七 、 有 一 槽 形容 器 ， 底 是 半 区 柱 形 ,其 长 为 五 (如 图 ?一 1), 规 
面 基 半径 为 R 的 半 略 ， 杠 放 在 水 平地 面 上 ， 共 表面 积 为 Sv， 试 用 
拉 格 朗 日 乘 数 话 求 出 尼 与 
吾 的 值 ， 使 得 此 容器 的 究 
积 最 大 ， 

八 \《ziL) 将 畏 数 lnge 
NN 十 xfa 0) 在 x 一 0 展 
本 为 泰勒 级 数 ， 并 写 出 收 全 

范围 


‘2) 将 周期 函数 


一 1], 一 处 0 
ix) =— | 


ji, 0 


4d7 


展开 成 富 氏 级 数 . 
九 、( 1 ) 求 一 阶 微分 方程 姑 7y 一 宥 一 1 满足 初始 条 件 ?| 
= 一 0 的 特 解 . 
《2 ) 设 有 二 阶 线性 非 齐 次 方程 
久 一 可 一 2 一 isiax (DB 
求 相 应 齐 次 方程 的 通 解 ， 并 求 非 齐 次 方程 全 的 通 解 , 


目 我 检查 题 (一 ) 答案 


本 2 记 
三 | 条 十 好 了 二 证， 
— (1 ] 


vq: 十 广 2* 十 地 3 
《< 


【 -一 )"tle 2 
, qs | _.. 5S” | _  - 
(s(n |e | -im (— 1)"+? 1 |=5). 


Sm+! 


站 时 
C4) 1 站 十 和 二 二 3 4 


1 E 1 Wy 
C59) ax) /0% 42 或 [ay f(x, yax) 


C6 )V wcos(x+ y), 


二 、 直 线 
{ 
Y+32 一 5 二 
的 方向 
加 i 4 
开关 |】 0 2 一 (一 2 一 3 1) 
0 1 3 


过 点 好 (3 ,0, 一 1 ， 平 行 于 已 知 喜 线 的 标准 方程 为 
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党 一 世 


一 -一 :十 
一 2 二 了 本 1 “ 
三 ， 这 = (%—al) + (r+at)’, 
二 二 
一 环 ( 久 一 六 人， 
SE agra or (a)) 
一 (人 9 +p*) 由 
SE aD to 4 al) 
= 2+ 
r+ @ 
比较 岂 与 久 式 ， 得 
四 、( 1 ) 如 图 7 一 2. 


jfyaray 一 | Yay 1 dx 


| y 


0 0 图 7 一 2 
1 
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1 ; 1 
=| 2 |! dx 
0 < | 
1 
-| (Las 
0 2 
1 1 
二 
2 1，2 31, 
一 工 工 
2 6 
-Ll 
3" 
(2) 求 往 面 坐 标 
二 ronsp, 
J 二 ring, 
二 之 ， 


dxavaz—rdrdods 


0 2 
0 委 y 坟 1， 


0 二 2 一 入 ， 


ye: ty) 而 一 人 raraeas 


0 们 
-2T .1 一 
= db rar | dd 
必 0 0 
1 1—r: 
一 2 ri dr 
0 0 


#30 


五、 中 ro 十 yxax tt vA) 
i 


一 yp yd yf wt pay. 
i 


Pix, y)=rf li) Or VIE + ), 
BP op OO ja 
By 2 fx yi), 2x%Yy Nt 3) 
内 为 了) 有 连续 的 一 阶 导数 ， 所 屋 zj 72 都 有 连续 
的 一 阶 偏 导数 ,根据 格林 公式 ， 得 


中 os (xax t+ yay) 
! 
(80 — 9P Jaxay (其 中 忆 是 ! 所 周 成 的 区 域 ; 
已 * UY 
egay pr es 5) ary fr drdy 
1 
= . 


六 、 在 xoy 平面 上 补充 加 而 3S: 二 入 1， 在 # 二 1 的 平面 
上 补充 贺 面 Ss， 二 和 1， 于 是 5, 的 下 侧 与 5: 的 上 侧 及 原 曲面 
构成 封 亲 曲面 S$+S;+ :的 外 侧 、 应 用 高 斯 公式 
yaavass (ya— ax Vdd 一 drady 


呈 十 二 十 和 5 


sn 
型 


一 | 1 — zd ts. 


时 
作 柱 坐标 变异 ， 
rcosh, 
y=rsing, 
六 二 六 
0 Er 1 
0 2 
0 zi 
27 1 1 
ENT -| | 27G7G8G2 
0 0 0 
IT + 
2 py 。 
i 
3 


=) -axay=0, 


时 —drxidv=—, 
时 


而 、 由 已 知 条 件 ， 得 S$ 二 7RH+ 7R 
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Th 
ER, HH, Do H+tArRH+t rR So0. ; 


Fr =rRH+inH+tonR OD 
、， 看: 
一 二 2 
下 二 下: 一 全 3 
仿 x=0, Fi= 0, F= 10. 
由 名 ' 式 解 得 
1= 一 上 
2 


代入 个 ， 得 
将 吾 的 值 代 和 人 全， 得 
R= HE2Y/ 2 
¥ 3x i 呈现 “ 
答 ， 当 及 =2R= 2 -2 时， 此 容器 的 容积 最 大 ， 
A C1) JnCa + x) =Ing+ ln (+ 和 OY), 
三 


加 1 ， ™ 
而 jxl tH tT + sl). 


J- 2 2 1 1 县 
] 2 一生 一生) 二 ( 蕊 _ 5 
了 不 7 元 Fa 十 -一 aas 十 【一 了 1 


3 
二 (和 
和 一 Ee 1 ) 
需 In atx =jnet 2 
28: + 3 t+) nt 


(所 < 或 x] VE). 


(2) (x) 为 背 痕 数 ， 


dn 二 如， 
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- bi _ 
8 = 二 | 53114xaT 
1 


2 
窜 T 


(— ensnY) 


9 
-一 -fr Ts+i 十 1 (gg 二 1,2 oo) 
从 不 
{R= 1 2,") 
0, 驶 一 了 下 
九 、《1 1) 分 离 变 量 ， 得 


和 一 1 
y4Yy 一 本 x 


， 

网 ay -as 一 全 4 

-az 一 1 ，， 
i 


SS =2%++C 


将 初始 条 件 ?| 。 = 0 代入 上 起 ; 得 - 


r= 
C=—4, 

鼓 所 求 的 特 解 为 : 

一 2% 十 之 一 4 ， 

(2}) 由 A: 一 4 一 2 二 0 

二 1 一 2， 如一 一 1， 

.…， 济 次 方程 的 通 解 为 ， 
[一世 12 十 人 2 

设 廊 程 心 的 特 解 为 


J*= Asinx+ Brorx, 
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则 Y “请 足 方程 二 < 
(Cy) ye) y= 1 Dsin%, 
(y= Acosx — Bsinx, 
(y*)*=— Asinx— Becoss, 
CC—3A+BY sins+ (— A 3B}cecosx= 10sinx. 
比较 方程 两 边 对 应 项 的 系数 ,得 
—34+B= 10， 
La 
解 之 ， 得 
4 一 一 3， B=1. 
y= 95m 二 Co 
故 方 程 中 的 通 解 为 : . 
y= y+ yy 
=Ce+C Ce" 38inx 十 Cos 区， 


由 我 检查 题 〈 二 ) 


一、 请 宣 古 : 。 
C1) 疝 量 a4 ，83 互相 荆 直 的 充 要 条 件 是 . _， 
(C2) 设 f/(x, 3 一 1 一 4 一 1 则 fx;) 的 定 必 域 为 ” 


(3) 过 点 (1， 一 1,0》 且 与 平面 4x +z=5S 悉 直 的 寺 线 标准 
方程 是 。 


(4 ) 判别 级 数 。” 避 3 的 收敛 性 ， 答 : 
好 = 


《5)》 设 关 x，9y7=esinty 十 ?9)， 章 Js(0, 开 )= 


一 ~ 时 


(Cf) F(x,y) 一 P(x,y)i+Q(x,y)j 负 光滑 曲线 由 点 寺 到 
碟 昌 一 段 泊 4B 上 所 作 的 功 , 可 用 曲线 积分 表示 为 人 = 
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二 、 设 国 数 z= 二 z(x*, 由 方程 2 一 2%z2 十 xX 十 yr 二 1 确定， 求 
用 测 在 点 《1,1,1)? 处 的 切 平 面 方程 . 

三 、 二 (x 二 by ce 十 攻 y 8、8、 5 和 为 已 知 沉 数 ， 
"和 do 
求 Ox 时 By - 

四 、 求 回 柱 件 十 和 1 被 抛物 男 z= 1 一 (x: 十 7 及 坐标 面 
xoy 所 戴 部 分 的 有 曲 顶 柱 体 体积 ， 

于、 利用 格林 公式 计算 曲线 积分 


G24 yr) dy tyay, 
C - 
(x—1)*:+ y=1 
其 中 C 为 上 举 回 周 ，、， 及 * 稍 生 成 的 亲临 线 沿 闻 
y> . 


时 和 针 方 向 。 

六 、 设 锥 面 党 2 一 ww 说 十 YY 《01 具有 密度 A(YZ，y， 2) 
二 z, 试 求 其 质量 ， 

七 、 今 要 做 一 个 容积 为 了 的 圆柱 形 无 盖 铁 桶 ， 坷 圆柱 形 铁 博 
凡 计 如何 ， 才 能 使 所 用 的 铁皮 最 省 ? 

八 、 虹 开国 数 


1)-{ 


1 ， 0 
为 富 氏 级 数 ， 并 指出 当 Y= 一 于, %= 二 0 和 x= x 时 级 数 收效 于 
何 值 ? 
九 、( 1 ) 求 微分 方程 Ytgx 一 ylny=0 的 通 解 ， 
(2) 求 微分 方程 《十 的 全 十 【十 32 二 3 一 0 满足 初 


始 条 件 了 一 1 的 特 解 。 


(3 ) 求解 线性 微分 方程 y*+ 4 一 二 cosSx， 
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目 我 检查 题 〈 二 ) 答案 


— (1) gb=0 
(C2) x—1>y. 
(3) 5 5 T， 
| it 1 < 
(4》 总 对 收 病 (5 证 基 坊 ， 而 忌 志 收 伍 ) ， 
好 三】 
{5) 一 1， 
一 
《6) Ip, VIAXT Ox, VAY (或 | Fai). 


I 


AB 
— (XY 2) = 2X2+ N+ yi 1 
Fei=—24+2x, Fy (1, 1, 1)=1, 
F, =2y, Fy (1, 1, 1)=2, 
Fr =—2%+38, Ft{l, 1, 1)=1. 
所 以 在 点 ,1;1) 处 曲面 的 切 平 面 方程 为 
Oo {E142 (FoI1)+1. (x—1)=0, 
或 2y+#= 二 3. 
三 、 解 斌 一 : vw 一 (ax+tBy, ecx: +dy), 
Dr 


. -gw —af' +2cxf 2 


By of +2dyf. 


解法 二 : 令 P 二 ax 十 by, 仿 一 CE + y’, 
bw _ da 0 | bw ,Hw 


DX Fr 站 区 守业 避 范 


dr 
十 20% 一 一 一 
BF np 3 
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上 四、 解法 -.: 用 极 坐 标 表 示 二 重 积分 ， 


=1|zze 
D 


其 中 妨 ，%? 十 V7 所]1， 
0 re 1,- 
om { 
0s Fr 
#= dX Y=d--r, 


2 


2 v=| ， of Ci—ri)rdr 


2 0 
=| (272 一 了 7 dp 
“oo 4 1 
2 
_7 
-4 
x 
2 
解法 二 ， 用 直角 坐标 表示 二 重 积 分 ， 
v=)zaxay 
D 
1 ww 一 入 
一 Ax {4 (x + yady 
| 1 | 


3 


-1 


=- [evi 2 vi- dx 


i 


bb 
os wr fi 3 vi 
‘| 1 一 党 (1 天 ) 局 li— x ldsx 


| x 本 三 
人 zesiog_ 4 | “4cCos2948 -二 | ”cos'048 一 | sin"gcosz0d9 


0 0 0 


解法 三 ， 利 用 三 重 积分 ， 


vj 


区 
了 一 2 
-1 Y 1 4— (YX! 十 y:) 
| dx| dy| dz 
-1 1 0 
.2 1 4—r? 


(或 -=| dol ydr | dz, 用 柱 坐 标 ) 
EH 0 


五 、 曲 线 C 的 草图 如 图 7 一 3 所 示 ， 


中 (x+ yd txyRy 
人 


上 | 
+ 一 


| (J— 2y)axdy 


作 极 坐标 变换 ， 


| TC 一 FCOSA#, 


VY 二 rsinn, 图 7 一 3 
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开 cns 各 
二 一 2 | rsinpradr 
必 和 
并 Eee 各 
二 一 | sinpdo | a 
”了 0 


一 一 sinocos'gas 


| 


cos?gdcosg 


1 


好 
bE 
2 
0 


六 、 根 据 对 曾 积 的 曲面 积分 的 物理 意义 ， 密 度 为 /人 %, 》, 2) 
二 zs 的 曲面 的 质量 为 


Me YS) ag -faa, 


Ph 二 
其 中 三 是 锥 面 沈 ， 
* = + yi 


六 ?> 瑟 志 在 Yoy 平 面 上 的 投影 区 域 ， 显 然 是 圆 ， x*? 十 y 寺 1， 


故 MM=w 2 全 RE dtdy 
Dxy 
2 1 
.二 21 aot ppdan 
WH 0 


答 ， 锥 而 光 的 质量 是 22， 
七 、 本 是 是 求 铁 桶 表面 积 
由 一 QT# 下 十 开 扩 
在 条 件 革 ?中 一 下 下 的 极 值 问题 。 其 中 7、8 分 别 为 图 柱 形 铁 桶 
的 底面 半径 和 高， 
F=27 ht rta (rr Vy) 
ar 


tt A rh 0 . DD 
0 一 2 开 基 十 开拓 一 朋 . 加 
开拓 太一 大 二 
由 忆 、 壹 解 出 7 一 在 


此 


代 人 二 ， 得 7 一 上 一 局 一 


由 于 只 求 得 一 个 驻 点 ， 读 问题 中 显然 存在 最 小 值 ， 故 该 驻 点 
就 是 所 求 的 最 小 值 点 ， 所 以 z 一 和 = 了 世上 时 ， 和 材料 最 省 - 


人 了 (一 > 十 2 (gcosnx 十 Bin ) 
n=} 
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由 . 
1 
dn 一 | Fx cosnrdx 
区. 
rf LL | 
= .| COSRYd x 
Tz 
0 
_ SInH* |” 


入 jo 


上 


0， 
Ei 


mo 一 工人 dx= 1, 


看 
b, = 加 Sinpxd%x 
Wi 


CoS 
类 死 


_ 1]— econ7n 
花序 


(1)" 
状 袜 


er 2 - 
br = 0, biti ahi 由 


[| 


~ Joo= ， + 之 《了 元 二 3 sin(2h— 1)% 


(—x,， 0) (0, 7) 


当 * 二 0 时 ， 级 数 收 全 于 


0 


foOFMD+AO—0O 工 
， 2“ 


2 


当 xc 一 3 或 <x= 了 时 ， 级 数 收 化 于 | 
Rik 
2 2° 

九 、( 1 ) 分 离 变 量 ， 得 


-2Y_ dn 
Py Sinx  ” 


则 nay) = 1n(sinx) + lnc 


> lny=Csinx 


9 eins 


‘J 
(2) 解法 一 (1+xdyt+ (y+x 二 x dx=0， 
Hy V+Xi(l+x) - 
x 


] 二 一 0， 
2Y -由 一 一 . 
x 1 工 十 邯 ~ ”| 出 


这 是 一 阶 线性 方程 ， 通 解 为 
ye fea i er dx+C ] 


-ea+omrc3 


一 
一 1 _1 3 1 1 | 
下 3 4 
J =C=7, 
不 王 自 ， 
， 特 解 为 
1 了 1 _1 + 
” +z( 3 *1). _ 
解法 二 : 应 用 常数 变易 法 ， 
1 
邻 Yu(xe -| I+ A 过; 
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a 1 本 四 1 
则 -2 -am 
| 工 十 革 


dx 机 区 | 
将 信 、 全 代入， 解 得 
1 
du = 二 dr 


= 一 2 
Re 


wit) 一 一 24 十 YA 


1 了 


= 一 XX 二 + 人， 
3 4 
通 解 为 
, . 
yl Lrc Te-) res 
“ LL 3 
= 1 (tltc ) - 
1 十 区 
特 解 则 上 。 


解 站 三 : (1] 二 x%) y+ (y+ dX=0,. ，. 


P{x, $Y)=y++ 


Ox, YY) 一 于 十 各 
-8 -~ 1 00 
J DD : 


2 
所 以 是 全 微分 方程 ， 取 2 一 0， 加 一 小 


及 


| (十 ?十 区 3) 加 光 十 人 1dy = C， 


0 0 
YX 十 ys lx p=， 
3 4 
通 解 为 


，-《3). 这 是 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 ， 其 齐 次 方程 的 特征 方 
程 是 n 
六 十 4 一 由 - 
-特征 根 是 :7 一 二 2 
齐 次 方程 的 通 解 为 : 
4 一 TCDOS2Y 十 世 zSimn2Y。 
由 于 3 不 是 特征 方程 的 根 ， 设 特 解 为 ， 
ws CCOS3X 
(y*)/ = 一 SSimn3Y， 
Cy) 一 一 gcos3X， 


代 人 大原 方程 ， 得 


-~ grens3 克 十 48cos3 和 一 COs3% 


1 


= 
2 

之 全 一 一 二 。 
i0 


于 是 ?一 一 二 cos3x， 
疏 原 方 程 的 道 解 为 ; 
y= y+ 


= heos3x + Cicosgx + Casin2%, 


自我 检查 题 (三 ) 


一 、 填 空 题 ， _ ., 

Ci) 已 知 向 量 4 二 {1, 一 1, 2},， 5 = 二 {2,， 一 2 2}, 则 过 点 并 
3.0, 一 4) 且 与 4、 8 都 垂直 的 直线 方程 是 ， 

(2) 国 数 z 一 1 一 ( 扩 二 Y2) 的 定义 域 是  ， 


4b5 


(3 ) 过 点 〈1;1;1)》 ， 且 与 平面 *+y+z= 100 平 行 的 平面 
方程 是 


(4)》 需 级 数 2 一生 二 .一 2 和 的 收敛 半径 是 


和 工 卫 


» 68 _ 
(8) 设 8 =arctg po 则 -5 一 


一 求 与 已 知 向 最 如 一 47+7 了 13 大 下 一 3 一 5 了 二 不 间 
时 垂直 的 向 是 ， 
三 、 设 z 一 ww， 且 % =* yy 下 < oY, 
Bz ds 
Gx Hy” 


四 、( 1 ) 计 算 二 重 积分 


[ 


| jyexay 
D 


其 中 妨 为 抛物 线 y? 一 x 与 直线 y= * 围 成 的 区 域 ， 
‘2) 计算 三 重 积 分 


1 -jas 


其 中 2 由 曲 曾 > 一 v 邓 +y2、3 一 v8 一 天 一 -六 图 成 : 
五 、 利 用 格林 公式 计算 曲线 积分 


awryax + #24 yay, 
本 


其 中 C 为 唤 周 姑 十 % 一 好 取 有 反 时 负片 向 ， 
六 、 计 算 昌 面积 分 


fas, 


世 


其 中 曲面 王 为 上 半球 面 : x + 十 #2 二 az 滨 0. 
A466 


七 、 一 个 长 方 体 的 三 面 在 坐标 面 上 ， 号 原点 相对 的 顶点 到 在 
平和 xX+y 十 z= 二 9 上 (如 图 7 一 4)， 求 这 长 方 体 的 最 大 体积 ， 


图 ?一 4 
八 、 腿 开 消 数 六 wy =Sinxt0sY 忆 并 ) 为 祭 防 级 数 ， 


九 、(1) 求 方程 如 yy' 二 一 3 潢 足 初始 条 忻 ? 一 3 


w=1 
的 特 解 。 
(C2) 求 方 程 2 一 3y' 十 2y 二 e** 的 通 解 ， 


日 我 检查 题 (三 答案 
_. X74 
要 ¢1) 2 2 0 者 
(2 )22 十 ya<4。 
C3)% 二 4+3 二 3 (或 (x 一 1) 二 《一 1) 一 1 一 0 
| ) 可。 
上 
C5 J 
下、 向量 c = 4 x 5 赔 肝 收 直 于 有 与 ， 


A67 


二 训 一 3 一 字 
mxpbs= |4 +? 3| 一 235 十 57 一 4 下 ， 
3 一 9 1 
帮 问 时 息 直 于 4 和 的 向 量 为 


c 一 大 (22 二 53 一 入 下) (8 为 任意 实数 ) ， 
三 、 解 站 一 : dz 一 vadw 填 dv， 
dn = 2X0X ~ 2 Yd Y, 
du= ye dx + xed y, 
将 dn、du 代 入 dx, 得 
dz—=u(2xdx— 2yd yy) + u(yerdx t+ rxe’d y) 
一 《2231 Ye) dx (Kerr — Ly dy 
一 2 十 区 2 人 一 ARN Ep Ly) Ry. 


O02 oxy 2 43 
Be {2% ys 
dr a 
By TY 2Y), 
_ 站 了 fs Dr [| dy 
1 -一 
解法 0 dy 很 光 站 bs 


U2 Yy 
=ev{2x+ Xi yo y),， 
bs 0¢ 。 Du | 8z go 
个 中 0 By By By 
一 中 一 全 条) + oye 
= (NY 2Y), 
de—=eE (rT NV yA EN — NY 2 dyY. 
四 、《1》 如 图 ?7 一 5 


{x yAdxady 
D 


-=| zf wydy 


习 大 
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1 
一 | wrt xd 
2 0 


1 也 
-=| x Ns 


y 


《2 ) 解法 一 ， 如 图 7 一 6. 
设 两 曲面 在 #0y 平面 投影 区 域 为 DD,,， 则 由 两 曲面 联 立 解 出 
Dy 为 ，; cr 
由 柱 坐 标 变 按 
469 


多 一 COS 昌 ， 
{y=7sine, 
应 一 区 


得 


了 一 (faraoarasz. 
a 


其 中 82/，0 志 所 27T ,07 所 2, AS VS 一 和 。 化 三 重 积 
分 为 逐次 积分 ， 得 


2 和 2 Er 
f= ao| rdr | Alig 
0 0 r 
.2 
二 | 《8y — 287) dF 
"0 
兰若 开 + 
解法 一 :， 利 用 妹 举 标 变 惰 
t= pS CosD, 
{y=0sinysing, 
A2= COSF, 
得 
EE T 轩 .了 六 
1=( egolfsineeospae § 0 
"i -0 “0 
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1 


一 -xz 


一 此 开 。 
玉 、 世 围 成 的 区 成 是 圆 ， 记 为 DD; 
十 YA 
及 下 (和 一 x 从 人 VY) = XN + YE), 


显然 ， 了 PP、Q 在 DD 内 连续 ， 并 且 有 一 阶 连续 偏 导数 , 满足 格 三 公式 


条 件 ， 用 格林 公式 计算 曲线 积分 : 


Posydrt sor + ay 
-1 (2e- -and 
1 
= (wt yardy 
加 
2 请 
= 8 人 .8 +。 pap 
0. “i 
站 
二 9 明 Ea 
4 各 
= Ta, 
六 、 X= Ny , 


ez 
7 


本 


1 7 
= 《和 一 天 一 和) "Vv 一 一 名 dxdy, 


是 


J 
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其 中 D。 是 工 在 xoy 平 面 上 的 投影 ， 是 贺 ， 
% + 

用 极 坐标 计算 ， 得 到 
二 作 Gn TFTdxdy 
既 


Dry 


2_ 2 
= 二 -AX 
Ee: 


七 、MM 点 的 华 标 为 《x, y, 罗 ， 则 这 长 方 体 的 体积 P=%yz. 本 


题 是 求 长 方 体 的 体积 FP 在 条 件 * 十 +z 二 9 下 的 极 值 问 题 ， 
于 一 


Fi= yt+24=0 

PF, ~—%z+4=0 
Fxy+i=0 

五 一 和 十 和 一 及 一 
人 xxy+ 国 xy+ 国 x2 得 


3XYyz 二 A(X 十 二 和 0) 二 0. 


由 由 式 ， 得 
一 一 上 工 
i= ~ 
辐 代 人 内 ， 得 
光一 站 


把 加 分 别 代 人 由，@， 辐 ， 得 
472 


OBO 


二 
页 玉环 一 27， 
管 ， 这 长 广 体 的 最 天 体积 是 27， 


十 tm 
,fn) = + 六 GasCOSHX。 


二 工 


< 和 nxcosnzdx 


0 
= 二 | fein 1)x+sin(tl—n)s» jz 


再 
11 costhp+1)% 到] 
-2[ 十 1 Tt #4—1 0 (ne1) 
= 二 人 +Ccosnr _ 1+cosmn ] 
实 全 十 了 一 1 
Ll (一 1)"2(N—1—#% 一 1) 
#2 一 
—_ 一 中 1 十 (一 二 
《499z ~ 1) A “ 
二 一 4 
昌 学 二 一 一 心 ， 姨 一 一 一 
AB Dx 
和 
d= 2 人 sinxcosxadx 一 乞 。_Sn 0 。 
A A ， 


九 、《 1) 分 离 变 最 ， 得 


yay=(1 一 a 


4 


=> 32=25+TC (C=201). 


将 初始 条 件 代 人 ， 得 


9 一 2+6 二 CC， 
C=1, 
故 方程 满足 初始 条 人 性 的 特 解 为 : 


6 
2 
J 2 十 元 十 1， 


《2 )》 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 : 


久 一 34 十 2 下 
Atl=1, 4 一 二 
齐 次 方程 的 通 解 为 ; 
YI 二 Ce tte, 
设 非 齐 次 方程 的 特 解 为 : 
4 一 482。 


Cy) Ae + 2Are*, 
(Cy =AdAe* + 1Axe’, 
代入 厌 方 程 ， 得 
A=1， 
Ye 
故 原 方程 的 通 解 为 : 
y= Wt 
— et + et, 
《Ci C2 为 任意 常数 )， 


| 


el. 
i 一 1 


